


: ACTUALITES SCIENTIFIQUES ET INDUSTRIELLES 


6 
_ EXPOSES D’ANALYSE GENERALE 


Publiés sous la direction de 


MAURICE FRECHET 


Professeur a la Sorbonne 


Il 


@® 
us 


-_—————, 


PROPRIETES DES 
ESPACES ABSTRAITS 


LES PLUS GENERAUX 


Compacité, séparabilité, 
transformations et fonctionnelles. 


PAR 


Antoine APPERT 


Docteur és-Sciences Mathématiques 





PARIS 


HERMANN & C* EDITEURS 
‘ 6, Rue de Ia Sorbonne, 6 ‘ (AN 


1934 : dh 





LIBRAIRIE SCIENTIFIQUE HERMANN ET Cie 


6, rue de la Sorbonne, Paris (5°) 





Actualités Scientifiques et Industrielles 


Série 1929 : 


. La erlse récente de l’optique ondulatofre. 
ti % etige: Lan! sae tines ahaa tion are propriétés magnétiques. 
Ill Biocn Eveene. Les atomes de lumiére et les quanta. 5 
IV. L. Dunorer. La eellule photo-électrique et ses applications. 


rps incandescents. ; 
vi Oe raausl phi hia nat her courant éleetrique 4 Ja réalisation d’instruments de musique. 


nH LEon. Structure des spectres et structure des atomes. 
NET W Kamae. Les hautes pressions de vapeur. 
1X. R. Mzgswy. Les ondes dirigées et leurs applications. 
Conférences réunies en un COLLIE TE cists Cathe aes Ge ha neckilenir ns 


Série 1930 : 


eigelh « xclee a Ree ates 


a te § fr. 


. Température des flammes............0scececeececsecccences 
oo $ aie raeak. Avistt-aele des moléeules. Effet Raman...... eretefnunia Aele RR SP ry : A 
XII. P. Frzury. Couleurs et eolorimétrie..........+.+.+-- Quer a tee 


XIII. G. Gurron. Ondes électriques de trés eourtes longueurs et leurs applications... .. .. a 
XIV. P. Davi. L’éleetroacoustique ...... 1. cece cece cece cece reece eect tees es eseees ee 
XV. L. BRILLOUIN. Le a tee OO north Sop SRN So eae ta re 

; . La eonstitution des com sheen tees sect ees Pa ae Ane Perr SOE, iy, h 
SUIT, G tutemors La Sieneniis et les mouvements de l’univers stellaire................ 8 fr. 


Série 1931 : 


. A. Prrarp. La haute préeision des mesures de longueur............0.e0cseceeeees 5 fr 
in = hodee L' effet photo-électrique des rayons X dans NOS (RZ ic a ater Sincckenee xia ais oeteite 5 fr. 
XXII. F. Pure. Fluorescence. Durée élémentaire d’émission lumineuse.............. 
XXIII. M. pg Broatrz. Désintégration artificielle des éléments par bombardement des A 

MB AIDE Vers: iatee esos bie aca: c's tau (weoL attire el» Aipolte StalePete & crete otatel eee Oana senior eaie aerate s 
XXV. 1h. mteae Applications des rayons X a |’étude des composés organiques........ 6 fr. 
XXVI. J.-J. Trivat. L’état liquide et les états mésomorphes.............0ccccccccccce 5 fr. 
XXVII. Pu. Le CorRBEILLER. Systémes auto-entretenus et les oscillations de relaxation.... 8 fr. 
XXVIII. F. Bepgav. Le quartz piézo-électrique, ses applications a la T. S. F............. 5 fr. 
X XIX. E. Darmots. Tyaragens est un mélange : Ortho et Ihydrogéne............6. 5 fr. 
XXX. R. AupuBmat. Les piles sensibles a l’action de la lumiére.............. cece ccccce 8 fr. 


Série 1932 : 


XXXI. L. pz Broatre. Généralisation des relations d’incertitude ..............0ceecees 6 fr. 
XXXII. Intne Curie et F. Jortor. L’existenee du neutron.......... 0... cece cece eceace 6 fr. 
XX XIII. Jean-Louis Destoucuss. Etat actuel de la théorie du neutron.................. 18 fr. 
XXXIV. 8. Roszensivuom. Origine des rayons gamma ; structure fine du spectre magnétique 

des rayons alphacc. <0. sh. 0 cameo a auuiennceee ge Tans wants we's seleelheida actmeee pn amenee 
XXXV. A. Macnan. Premiers essals de ecinématographie ultra- rapldo’. .'. sss. hes vakneess Le 
XXXVI. A. Satnre-Lacur. Prohabilités et morphologie .......... 0... cccccccuccccce 6 fr. 
XXXVIT. N. Marrusco. Influence des facteurs électriques sur la végétation............ 7 fr 
XXXVIII. ANDRE GroraE. Mécanique quantique et eausalité ................0.00000.8. 6 fr. 
XX XIX, L. Brir.ovrn. Notions de mécanique ondulatoire; les méthodes d’approximation.. 10 fr. 
XL. F. Bauer. Critique des notions d’éther, d’espace et de temps, cinématique de la 


relativité .. d's) 0. Nhslupmr di Wiateinc'e'e. 0 @ shavelSis's Ia €/ain “ole ere 6\cj ura tala eialieyal ate eocmen nee Cae cin; 
XLI. F. Perri. La dynamique relativiste et Vinertie de ROnergle . i535. das eke Ghee 6 fr. 
XLII. L. pe Broarrg. Conséquenees de la relativité dans le développement de la mécanique 

ONGUIACOMG i. eardinine Vivian wtiae sain vase vidp ds ae eslauie ceay coke bektd nee ae al ane 6 fr. 
XLII. “f Darmots. La théorie Einsteinienne de la gravitation, les vérifieations expérimen- ; 

tales Hine A CPS w AS Led © 90g M918 & 80.4 viele bi edad \elsiegia etek dies ties Mia eienee ie ann yf be 
XLIV. E. Carray. Le parallélisme absolu et la théorle upitaire du CRAMP SLs set ke sig eee 6 fr. 
XLV. P. Lanarvin. La relativité, eonelusion fénérale 2.5 Tee ae «cote. cok ee 6 fr. 
XLVI. A. MAaGNaNn. Cinématographie jusqu’é 12.000 vues par seconde ................ 16 fr. 
XLVII. Cx. Frarpont et SuzANNE LEcLERQ. L’évolution. Adaptations et mutations. Ber- 

COANK: OC MgTAlONs 0 v's do0\0us eae a aea anes nigh data alee ane ia ule wee 9 fr. 
XLVIII. Cx. Frarront. Adaptations et mutations . Position du probléme....... 6 fr. 


XLIX. Hans RercuEnsacn. La philosophie scientifique ; vues nouvelles sur ses burs et ses 
méthodes ...... Oe A ee 


» P. Swrnas. Les handes moléeulaires dans les ‘spectres stellatres. de > o'e'e Wialeistaigiste-ateainte 7 fr. 
LI. H. Brassuur. Strueture et propriétés optiques des earbonates ...... . diac ew Mivbolereehounets it: 











Saint-Amand (Cher). — Imprimerie R. Busstire. — 26-4-1934 





TABLE DES MATIERES 


TOME II 
Pages 
Cuapitre VII. — Surla notion de compacité dans les espaces (©) ....... 53 
$I. Introduction <5 SF.<iici43 ast e oe oat ae eee 53 
$ IT) La notion de compatite <. 7... 7.0. poke eee eee 61 
§ III. Les ensembles parfaitement compacts (en soi) ........... 62 
§ IV. Remarques sur les définitions précédentes ............. 63 
§ V.. Le théoréme de CHITTENDEN... 0.5. oc ccc sncecececccucs 67 
§ VI. Sur diverses généralisations d’un théoréme de M. F. Riesz. 70 
§ VII. La propriété cantorienne généralisée ..................- 71 
§ VIII. Les ensembles compacts (en soi) et la propriété de Bore. 74 
§ IX. Remarques diverses sur les définitions précédentes ....... 75 
§ X. Deux théorémes concernant la propriété de BorEL....... 76 
§ XI. Sur la propriété cantorienne restreinte au cas d’une famille 
dénombrable d’ensembles ................cececeeeee 79 
3: X1T. Cas des espaces distanciés); 2.5: ins aac sen 6 oe 80 
Cuapirre VIII. — Sur les ordres de séparabilité dans les espaces (VY) .... 82 
§ I. Les ensembles x,-parfaitement séparables.............. 82 
§ II. Les ensembles ny-séparables ..............ccccceccece 83 
§ III. Les propriétés lindeléfiennes.......................... 86 
§ IV. Les ensembles x,—-condensés en soi................0.0-. 87 
§ V. Sura réciproque du théoréme 4) ................0-005-. 88 
§ VI. Sur diverses généralisations du théoréme de Canrtor- 
BeENnpixsom s:.45 ooh Gus Ve te as Re aN ed ee 90 
§ VII. Sur quelques propriétés liées a la puissance d’un ensemble 
N,-parfaitement séparable ... 2.2.0... 0. ccc ce coc encc. 93 
§ VIII. Cas des espaces distanciés ...........0.0.cceccee.e-. 94 
Cuapitre IX. — Sur les transformations et fonctionnelles dans les 
eapaces (UW) oucanc vive 5e tne heme tie thgik eee eek ene ee 96 
§ I. Les transformations continues ........................ 96 
§ II. Quelques propriétés des transformations continues ....... 96 
§ III. Sur les modes de continuité des fonctionnelles........... 99 
§ IV. Sur les fonctionnelles GCOnURUGE S.. < ncody peel Ree ee 100 
§ V. Sur les fonctionnelles BOMiI-continues 4 ahs aca sane. SO 101 
§ VI. Sur les réciproques des théorémes 7} et8). se eee 102 
§ VII. Comparaison des types de dimensions de deux ensembles 
au moyen de la notion d’homéomorphie..............., 106 







eye n 


Pet ms ie 










iS sx ah eda pert’ 
aR aSby 






- . 
a Pal " i 


Peet's: ‘ihn Wiha 





sees Aas bt, we 



















aA) is at a us ner ms ny 

_< -_ pe a Whi ies af Ba | me ee 2 . , 

5 ae La “eh! gas aX ts =, e Br). 54 Missy ad | 
Ewan eee Mage as he) aT Hy, ee ong, Te ge of ' 
ae e's iden rh! Rind +r hae Po i. oe a 

Le : o Den » kitts Mr 1 te) | 


z | ese aoe fei! fe; oh giv ily fr .e : ia Sage vy are a tal a 7 


ee At ee deo weeks : pe pes oe 


¥ 
x 
— 
“i 





f(r ~ a oe Dee Ad ; ; 
i i) eae ae ah aes ‘iy . 
i 4 oe > A ea hate P ‘ f . - a4 


aca nue id aa 













Pia, *v Aghios 


a abl, ts 

he OD fh AX > 4 : x Ai 
<r dt, one ae, f) 
4 5 | 

v1 


PROPRIETES DES ESPACES ABSTRAITS LES PLUS GENERAUX 107 


ou égal au type de dimensions d’un ensemble F et on écrit 
dE < dF s’il existe une homéomorphie transformant E en un sous- 
ensemble de F (ce sous-ensemble pouvant étre F lui-méme). Cette 
définition permet d’obtenir dans l’espace (¥) le plus général, des 
égalités et inégalités entre types de dimensions jouissant des 
mémes propriétés formelles que les égalités et inégalités ordinaires. 
Remarquons toutefois que, méme dans le cas euclidien, les types 
de dimensions de deux ensembles ne sont pas toujours compa- 
rables de cette fagon (*). 

La définition précédente conduit a admettre que dE = dF si 
et seulement s’il existe 4 Ja fois une homéomorphie transformant E 
en un sous-ensemble de F et une homéomorphie transformant F 
en un sous-ensemble de E. I] est intéressant de remarquer que 
méme dans le cas euclidien cette hypothése n’entraine pas néces- 
sairement (*) existence d’une homéomorphie transformant E en F. 
Toutefois on déduit sans peine d’un théoréme (*) de M. Banacu 
que, dans Vespace (0) le plus général, Vhypothése que dE = dF 
entraine Vexistence de deux décompositions : 


E = & + és, €, et e, étant disjoints, 
et F = fi + fs, f; et f. étant disjoints, 


telles qu’une homéomorphie transforme e, en f, et qu’une homéo- 
morphie transforme é, en fo. 


(*) Pour un exemple a l’appui de cette assertion, voir E. A., p. 48. 

(?) Pour un exemple a l’appui de cette assertion, voir E. A., p. 42. 

(*) Voir pour ce théoréme M. W. Sierpinski, Lecgons sur les nombres trans- 
finis, Paris, Gauthier-Villars, 1928, p. 90. 


NS 
a8 


Pal Bx? 
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L’ensemble e de tous les points de l’espace (%,) est dénombrable et 
il n’existe aucun point d’accumulation maximée de e, Done Pespace (%,) 
tout entier n’est pas compact en soi au sens large, autrement dit n’est 
pas de classe C. 


Soit maintenant f(x) une fonctionnelle semi-continue supérieurement 
sur l’espace (%b,} tout entier. Alors, le point a, étant choisi, pour tout «>0 
Phypothése que x € V4, entraine 


f(@) < f(an) + ©. 
On a done, pour tout «> 0, 


f(4n—1) < flan) + ¢ et f(Gn41) < flan) + ¢, 
d’ou 
f(4n_1) < f(an) et f(an41) < (an). 
Comme ces deux derniéres inégalités ont lieu quel que soit n, on a 
f(an) < f(an41). 
On a donc quel que soit ]’entier n 
f(an) = f(an41)- 


Par conséquent chaque fonctionnelle semi-continue supérieurement 
sur l’espace (Tb,) tout entier est constante sur cet espace. L’espace (%b,) 
tout entier est donc de classe S. 

Nous disposons maintenant d’un espace (©), 4 savoir espace (b,), 
dans lequel C = S. De plus nous avons considéré au § X du Chapitre VII 
un espace (Si) qui était un espace (©) dans lequel A = B = C. Enfin 
Vespace (Yb) étudié il y a un instant était un espace (©) dans lequel 
C + S,. Comme l’espace (tb) vérifie la condition z), on a dans cet espace 
C = S dou S+S,. Alors en juxtaposant les trois espaces (Si), (%%) et 
(%,) sans y altérer les voisinages, on voit sans peine que ]’on obtiendra 
un espace (V) dans lequel on aura simultanément A =~ B+C+S+S,. 


Le théoréme 10) est ainsi complétement établi. 


§ VII. Comparaison des types de dimensions de deux en- 
sembles au moyen de la notion d’homéomorphie. — Avant de 
terminer ce Chapitre il nous a paru intéressant d’indiquer trés 
briévement comment la notion d’homéomorphie (définie au § I) 
a été utilisée par M. Frécuet pour comparer ce qu’il appelle les 
types de dimensions (*) de deux ensembles. 

On dit que le type de dimensions d’un ensemble E est inférieur 


(¢) Pour plus de détails sur cette question, nous renvoyons a louvrage de 
M. Frécuet (£. A., pp. 29-35). 
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6) Donnons maintenant un exemple d’espace accessible ou CS. 


Pour cela appelons espace (%) un espace (0) dont les points sont les 
éléments d’un certain ensemble infini non-dénombrable P, et ou on 
attribue a chaque point a tous les voisinages de la forme suivante : 


V, = (a) + C (un ensemble au plus dénombrable de points de P). 


C désignant ici le complémentaire par rapport 4 P. On vérifie sans 
peine que l’espace (%b) est un espace accessible. 

Soit alors f(x) une fonctionnelle continue sur l’espace (%b) tout entier, 
et soient a et b deux points quelconques de cet espace. Donnons-nous 
un nombre positif « ; alors il existe un voisinage Vg de a tel que l’hypo- 
thése que xz € Vz entraine 


If(z) — fla)|<e. (1) 
Kt il existe un voisinage V, de } tel que l’hypothése que x € V, entraine 
\f(z) — f(a) \<e, (2) 


Or 
Va = (a) + C(K), Vs = (b) + C(L), 


K et L étant des ensembles au plus dénombrables ; d’ow 
C(K)-C(L) = C(K + L) C VaVs. 


K + L étant au plus dénombrable, C(K + L) ne peut étre vide. II 
existe donc un point « € V4 Vs, et pour ce point x ona a la fois les rela- 
tions (1) et (2). D’ou 

| f(a) — f(b) |< 2e. 


Comme « peut étre choisi aussi petit que l’on veut, on doit avoir 
f(a) = f(b). Done chaque fonctionnelle continue sur Vespace (%) tout 
entier est constante sur cet espace. L’espace (%b) tout entier est donc de 
classe S,. 

Par contre soit e un sous-ensemble dénombrable de Vespace (%b), et 
soit a un point arbitrairement choisi de cet espace. a admet le voisinage 


Va = (a) + C(e). 


’ ° fe * 
L’ensemble e.Vq = e. (a) ne peut avoir méme puissance que e ; donc 
@ Nest jamais point d’accumulation maximée de e.Par conséquent |’es- 


pace (Yo) tout entier n’est pas compact en soi au sens large, autrement 
dit n’est pas de classe C. 


c) Donnons enfin un exemple d’espace (0) ok AS BX~CH+SH Si. 


Pour cela considérons d’abord un espace (%,) qui est par défini- 
tion un espace (%) dont les points sont les éléments de la suite 


F—1, Ao Qj5-.+) Any.y les n stant tous les entiers <, = et > 0, et ot 
on attribue 4 chaque point a, Punique voisinage 


Ve = (a,4) +4 (Qn) + (An4i). 
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D = classe des ensembles possédant la propriété cantorienne 
restreinte. 

(Nous disons qu’un ensemble E posséde la propriété cantorienne 
restreinte si, pour chaque famille monotone (!) et dénombrable g 
de sous-ensembles non vides de E, il existe au moins un point 
de E commun a tous les ensembles de ¥, ou un point de E commun 
aux dérivés de tous les ensembles de FF.) 

Le théoréme que nous avons en vue et qui peut étre considéré 
comme la conclusion d’une importante partie de cet Ouvrage est 
alors le suivant : 

* 10). Dans un espace () vérifiant la condition a) on a (2) 


Aaa Bea ea —'S &S,. 


Mais il existe des espaces (©) vérifiant ~) et méme des es paces 
accessibles ow la classe S, est plus étendue que chacune des cing 
classes A, B, C, D et S. Dans Vespace (%) le plus général subsistent 
les relations suivantes : 


oA: Weta OF Be Mase TP 


Mais il existe des espaces (VY) ou A+ BH+C+SHS,. 

Démonstration de 10). — a) Il résulte des théorémes 17), 18) 
et 22) du Chapitre VII et du théoréme 8) du Chapitre actuel que 
dans l’espace (%) le plus général 


i Bec Ci) os: 


De plus, comme chaque fonctionnelle continue est semi-continue 
supérieurement, on voit sans peine que, dans un espace (VY), SC Sj. 

Enfin il résulte du théoréme 19) du Chapitre VII et des théo- 
réemes 8) et 9) du Chapitre actuel que dans un espace (%) véri- 
fiant ~) ona: 


Pos CaaS. 


() Définie au § VII du Chapitre VII. ; } 

(?) L’identité A = S (ou C = S) constitue 4 notre connaissance un résultat 
vraiment nouveau, non seulement dans les espaces (¥)) vérifiant «), Mais aussi 
dans le cas plus particulier des espaces accessibles ; la méme remarque s’ap- 
plique aux identités B = S et D = S. Par contre, dans le cas plus particulier 
encore des espaces distanciés, il résulte immédiatement d’un théoréme de 
M. Frécuet (Thése, Paris, 1906, p. 31) que C = S,. On a donc dans un es- 
pace distancié 

A=B=C'= D'='8 = 6. 
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Puis posons : 
f(z) = minimum de p(V,) pour tous les voisinages Vz de 2. 


Comme x n’est pas point d’accumulation maximée de e, f(z) 
est un entier fini > 0. f(x) est donc une fonctionnelle définie sur E. 
On a évidemment pour tout voisinage Va, de dn : 


P(Va,) =n, dot flan) >n. 


f(z) n’est done pas bornée supérieurement sur E. 

Ceci posé, soit a un point arbitraire de E. I] existe un voisi- 
nage V,° de a tel que 

f(a) = p(V.’). 

Alors ’hypothése que « € EV,° entraine l’existence d’un voi- 

sinage Vz de x tel que Vz C V,’, ce qui entraine 
f(t) < P(Vz) S p(Va’) = f(a). 

Done f(x) est semi-continue supérieurement au point a. Par 
conséquent la fonctionnelle f(x) est semi-continue supérieurement 
sur E sans étre bornée supérieurement sur E contrairement a 
Phypothése. Gy Ont¥eo Dy 


Tenant compte du théoréme 9) précédent et des résultats ob- 
tenus au Chapitre VII, nous allons pouvoir établir un théoréme 
qui, d@’une part, résumera tout ce que nous pourrons dire sur les 
réciproques des théorémes 7) et 8), et qui, d’autre part, aura 
Pavantage de ramasser en un énoncé unique plusieurs des plusimpor- 
tantes simplifications introduites dans la théorie des ensembles 
compacts par la réalisation de la condition a). Pour énoncer ce 
théoréme il nous sera commode d’adopter les notations suivantes : 
nous posons dans l’espace (Y) considéré : 

S = classe des ensembles E tels que chaque fonctionnelle 
semi-continue supérieurement sur E soit bornée supérieurement 
sur E et atteigne sa borne supérieure en au moins un point de E. 

S,; = classe des ensembles E tels que chaque fonctionnelle 
continue sur E soit bornée sur E et atteigne ses bornes supérieure 
et inférieure en certains points de E. 


A = classe des ensembles compacts en soi (1). 
B = classe des ensembles possédant la propriété de Borel (?). 
C = classe des ensembles compacts en soi au sens large (1). 





() Définis au § VIII du Chapitre VII. 
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semble F de l’espace (As) ; et, en vertu du théoréme 3), F est 
aussi compact en soi au sens large. Or il est facile de vérifier a 
partir de la définition du Chapitre VII que, dans Vespace (A,), 
les ensembles compacts en soi au sens large ne sont autres que 
les ensembles bornés supérieurement, au sens usuel, et contenant 
leur borne supérieure. D’ou le théoréme suivant (%) : 

8). Si une fonctionnelle f(x) est semi-continue supérieurement 
sur un ensemble E compact en soi au sens large, elle est bornée 
supérieurement sur E et elle atteint sa borne supérieure en au moins 
un point de E. 


§ VI. Sur les réciproques des théorémes 7) et 8). — Les 
théoremes 7) et 8) fournissent chacun une condition néces- 
saire pour qu’un ensemble soit compact en soi au sens large ; 
nous allons étudier la question de savoir si et dans quels cas 
ces conditions sont suffisantes. Pour cela nous démontrerons 
d’abord le théoréme suivant : 

* 9) Dans un espace (©) vérifiant la condition a), si chaque 
fonctitonnelle semi-continue supérieurement sur Vensemble E est 
bornée supérieurement sur E, alors E est compact en soi au sens 
large (?). 

En effet supposons que l’ensemble E ne soit pas compact en 
soi au sens large. Alors il existe un sous-ensemble dénombrable e 
de E tel qu’un point de E ne soit jamais point d’accumulation 
maximée de e. Désignons les points de e par Qj, dg, «..... Bt ae 
les n étant tous les entiers naturels et les a. tous distincts. Ceci 
étant, supposons que nous ayons adopté dans l’espace considéré 
des voisinages qui soient tous ouverts ; nous avons le droit de 
faire cette hypothése en vertu de la condition «). Soit alors x 
un point arbitraire de E, et soit Vz un voisinage de x. Posons : 


Si eV, est vide, p(Vz) = 0. 
SieV,estinfini, p(Vz)=+0. 
Si eV, est fini, p(V.) = le plus grand indice des a, contenus dans Vz. 


¢) Da a M. Frecuet (E£. A., p. 236). 

(2) Dans cet énoncé les mots « au sens large » n’ajoutent rien puisque la 
condition a) est réalisée. Ce théoreéme 9) exprime un résultat qui, & notre con- 
naissance, est vraiment nouveau méme dans le cas plus particulier des espaces 


accessibles. 
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De méme, en vertu du théoréme 3), si E est compact en soi 
au sens large, F est aussi compact en soi au sens large. Or, sur 
la droite euclidienne, les ensembles compacts en soi au sens 
large ne sont autres que les ensembles a la fois bornés et fermés, 
et de tels ensembles contiennent leurs bornes supérieure et infé— 
rieure. D’ot le théoréme suivant (?) : 

7) Si une fonctionnelle f(x) est continue sur un ensemble E 
compact en soi au sens large, elle est bornée sur E et elle atteint ses 
bornes supérieure et inférieure en certains points de E. 


§ V. Sur les fonctionnelles semi-continues. — Soit (As) l’es- 
pace () dont les points sont les nombres réels et ou la définition 
suivante As des voisinages est adoptée : on attribue 4 chaque 
nombre réel y tous les voisinages de la forme 


Vi = ensemble des nombres réels < y + «, 


e étant un nombre réel positif arbitraire (*). 

Par définition nous dirons qu’une fonctionnelle est semi- 
continue supérieurement si elle est Ae—continue. 

On voit sans peine que cette définition peut se mettre sous la 
forme équivalente suivante qui peut étre considérée comme 
classique : 

Une fonctionnelle y = f(x) définie sur un ensemble E de points 
d’un espace (v) est semi-continue supérieurement au point a de E 
si, pour chaque nombre positif «, il existe un voisinage Va de a 
tel que l’hypothése que x € EVa entraine 


f(x) < f(a) + «. 


Une fonctionnelle définie sur E et semi-continue supérieure- 
ment en chaque point de E sera dite semi-continue supérieurement 
sur KE. 

Soit alors y = f(x) une fonctionnelle semi-continue supérieure- 
ment sur un ensemble E compact en soi au sens large. Cette 
fonctionnelle est une transformation continue de E en un en- 





() Les théorémes 6) et 7) sont dus a M. Frécuet (E£. A., p. 236) qui les 
a démontrés directement. 
(?) On voit sans peine que l’espace (As) est un espace (%) vérifiant la condi- 
aon a) mais ne satisfaisant pas 4 la condition 3° de F. Riesz. L’espace (4s) 
nest donc ni un espace distancié, ni méme un espace accessible. 
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un certain choix de A nous obtiendrons les fonctionnelles dites 
continues ; pour d’autres choix de A nous obtiendrons les fonc- 
tionnelles dites semi-continues. L’introduction de la A-conti- 
nuité nous permettra de montrer que des propriétés tout a fait 
importantes des fonctionnelles continues et semi-continues ne 
sont que des cas particuliers de certains théorémes généraux 
concernant les transformations continues (A savoir des théo- 
rémes 1) et 3) de ce Chapitre). 


§ IV. Sur les fonctionnelles continues. — Appelons A, la défi- 
nition suivante des voisinages dans l’ensemble des nombres 
réels : les voisinages de chaque nombre réel y sont les intervalles 
ouverts de centre y. Alors l’espace (Aj) n’est autre que la droite 
euclidienne ou les points d’accumulation sont définis comme 
d’habitude. 

Par définition nous dirons qu’une fonctionnelle est continue 
si elle est A,—continue. 

On vérifie sans peine que cette définition peut se mettre sous 
la forme équivalente suivante qui peut étre considérée comme 
la forme classique : 

Une fonctionnelle y = f(x) définie sur un ensemble E de points 
d’un espace (©) est continue au point a de E si, pour chaque 
nombre positif «, il existe un voisinage Va de a tel que ’hypothése 
que x € EVa entraine 


| (x) — fla) |<. 


Comme pour les transformations, une fonctionnelle définie 
sur E et continue en chaque point de E sera dite continue sur E. 

Soit alors une fonctionnelle continue sur un ensemble E de 
points d’un espace (‘%). Cette fonctionnelle est une transfor— 
mation continue de E en un ensemble F de points de la droite 
euclidienne (A,). En vertu du théoréme 1), si E est connexe, 
F est aussi connexe. Or, sur la droite euclidienne, si un ensemble 
connexe contient les nombres réels a et b, il contient aussi tous 
les nombres réels compris entre a et b. D’ou le théoréme 
suivant : 

6) Si une fonctionnelle f(x) continue sur un ensemble EK connexe 
prend sur E les valeurs a et b, elle prend aussi sur E toutes les 


valeurs comprises entre a et 6. 
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proposition suivante : Toute transformation continue transforme 
un ensemble a la fois borné et fermé en un ensemble a la fois 
borné et fermé. On sait par contre que, dans l’espace euclidien, 
une transformation continue, et méme une homéomorphie, peut 
transformer un ensemble fermé en un ensemble non fermé et 
un ensemble borné en un ensemble non borné. Ce dernier résultat 
montre que les théorémes 3) et 4) cessent d’étre exacts si on y 
supprime les mots « en soi ». 

Enfin, si nous tenons compte du fait que les points d’accumu- 
lation maximée et hyper-maximée coincident dans un espace (‘%) 
vérifiant la condition ~), nous voyons que le théoréme 2) entraine 
la proposition suivante : 

* 5). Dans un espace () vérifiant la condition x), toute transfor- 
mation continue transforme un ensemble N,-condensé en soi (') 
en un ensemble de méme nature. 


§ III. Sur les modes de continuité des fonctionnelles. — Soit E 
un ensemble de points d’un espace (¥). Supposons qu’a chaque 
point x de E corresponde un nombre réel y = f(x) bien déter- 
miné ; alors on dit’ que y = f(x) est une fonctionnelle univoque 
ou plus simplement une fonctionnelle définie sur E. 

Les fonctionnelles peuvent étre considérées comme des cas 
particuliers des transformations définies au § I. Soit en effet (A) 
un espace (V) dont les points sont les nombres réels et of une 
certaine définition A des voisinages a été adoptée. On peut alors 
dire que la fonctionnelle y = f(z) est une transformation de E 
en un certain ensemble F de points de l’espace (A). 

Nous avons défini au § I ce que nous entendions par transfor- 
mation continue en un point a de E et par transformation con- 
tinue sur E. Ceci nous permet d’adopter la définition suivante : 

Une fonctionnelle y = f(z) définie sur un ensemble E de 
points d’un espace (%) sera dite A-continue au point a de E 
(sur E) si elle est continue au point a de E (sur E) en tant que 
transformation de E en un ensemble de points de l’espace (A). 

Ainsi 4 chaque choix particulier de la définition A des voisi- 
nages dans l’ensemble des nombres réels correspondra une cer- 


taine maniére d’entendre la continuité des fonctionnelles. Pour 


(*) Défini au § IV du Chapitre VIII. 
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transformation y = T(x) continue sur E, transforme E en un 
ensemble F jouissant de la méme propriété. 

En effet supposons que f soit un sous-ensemble de F vérifiant 
puis. f = N,. Chaque point y de f est le transformé d’un ou plu- 
sieurs points de E ; aussi nous pouvons supposer que I’on ait 
fait correspondre a chaque point y def un point bien déterminé 
xy de E tel que 


y = T(2y) (1) 


Soit alors e l’ensemble de tous ces points zy. Puisque T(x) est 
univoque, la relation (1) montre qu’a deux points y distincts de f 
correspondent nécessairement deux points zy de e différents. 
Donc la correspondance établie entre les éléments de f et les 
éléments de e est biunivoque, et puis. e = N,. Par conséquent 
il existe un point a de E qui est point d’accumulation maximée 
de e. Soit b = T(a) et soit Vo un voisinage arbitraire de b. Puisque 
T(z) est continue sur E, il existe un voisinage Va de a tel que 
Vhypothése que z € EVa entraine que T(z) € Vv. Or Va contient 
N, points distincts de e; ces points appartiennent 4 EVa et sont 
par conséquent transformés biunivoquement en Nz points distincts 
de fV». Done 

N, = puis. f = puis. (fV5) 


et le point 5 de F est point d’accumulation maximée de f. 
eat ay OS 


Si nous nous reportons maintenant aux définitions admises au 
Chapitre VII, nous voyons que le théoréme 2) admet les cas 
particuliers suivants : 

* 3). Toute transformation continue transforme un ensemble 
compact en soi au sens large en un ensemble de méme nature. 

* 4). Toute transformation continue transforme un ensemble par- 
faitement compact en soi au sens large en un ensemble de méme 
nature. 

Rappelons d’ailleurs que, dans un espace (‘) vérifiant la con- 
dition z), les mots « au sens large » n’ajoutent rien et peuvent 


étre supprimés sans inconvénient (?). 
Dans l’espace euclidien les théorémes 3) et 4) se réduisent & la 





1) Les théorémes 3) et 4) doivent étre considérés comme dus a M. FrEcHET 
dans le cas plus particulier encore des espaces accessibles (FE. A., p. 247). 
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1). Toute transformation continue transforme un ensemble con- 
nexe en un ensemble conneze (*). 

En effet soit E un ensemble connexe, et soit y = T (x) une 
transformation continue sur E et transformant E en un en- 
semble F. Supposons que F = G + H, G et H étant non vides 
et disjoints ; et posons : 

K = ensemble des points z de E tels que T(z) € G, 
L = ensemble des points x de E tels que T(z) € H. 


On a E = K + L;; de plus K et L sont nécessairement non 
vides et disjoints. Par conséquent 


KL’ + K’L+0 
et il existe, par exemple, un point a vérifiant 


aeK et aeL’, 
d’ou 
b = T(a)€G. 

Soit alors Vs un voisinage arbitraire de b ; il existe un voisinage 
Vadea tel quel’hypothése que x € EVaentraine que T(x) € Vo. Or 
Va contient un point £ de L, et ona par conséquent T(é) € Vo et 
T(é) € H, d’ou T(E) = b. Donec b € H’ et par conséquent GH’ ~ 0. 
Ainsi G et H sont toujours mutuellement connexes ; donc F 
est connexe. 

C.) Grade 

Par contre il serait trés facile de construire, méme dans l’espace 
euclidien, des exemples de transformations continues et méme 
d’homéomorphies qui ne transforment pas nécessairement un en- 
semble bien enchainé en un ensemble bien enchainé. C’est le cas 
par exemple de l’inversion au sens de la géométrie élémentaire. 

Nous allons maintenant examiner comment les diverses notions 
d’ensemble compact, définies au Chapitre VII, se comportent 
vis-a-vis des transformations continues. Pour cela nous com- 
mencerons par démontrer le théorame suivant : 

* 2). Soit un ensemble E jouissant de la propriété suivante : 
pour tout sous-ensemble e de E tel que puis. e = N, il existe un 
point de E qui est point @accumulation maximée de e. Alors toute 





(7) Ce théoréme 1) est dd a M. Fricuer (£. A., p. 241). 
A. APPERT, 


CHAPITRE IX 


SUR LES TRANSFORMATIONS ET FONCTIONNELLES 
DANS LES ESPACES (‘%) 


§ I. Les transformations continues. — Soient E et F deux 
ensembles appartenant respectivement 4 deux espaces (%) dis- 
tincts ou non. Nous dirons que y = T (x) est une transformation 
univoque ou, plus simplement, une transformation de E en F si 
elle fait correspondre 4 chaque point x de E un point unique 
y = T (2) de F, F étant l’ensemble des points T (z). 

Une transformation y = T (x) univoque de E en F sera dite 
continue au point a de E si, pour chaque voisinage Vs de b = T (a), 
il existe un voisinage Vade a tel que l’hypothése que x € EVaentraine 
que T(z) € Vo. Sila transformation y = T(z) est continue en chaque 
point a de E, elle sera simplement dite continue, ou, si lon 
préfére, continue sur E. Une transformation qui est 4 la fois uni- 
voque et continue de E en F et de F en E, autrement dit biuni- 
voque et bicontinue, est appelée homéomorphie. I] est intéressant 
d’étudier les diverses notions définies dans les Chapitres précé- 
dents au point de vue de leur invariance relativement aux trans- 
formations continues ; ce sera l’objet du § II suivant. 

Remarque. — Si nous adoptons pour chaque point a comme 
famille de voisinages, la famille de tous les ensembles auxquels a 
est intérieur, ce que nous avons toujours le droit de faire (voir 
Chapitre I), la définition précédente des transformations continues 
prendra une forme équivalente qui aura lavantage d’étre plus 
intrinséque. 


§ II. Quelques propriétés des transformations continues. — 
Démontrons le théoréme suivant : 
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* Dans un espace distancié il y a identité (1) entre un ensemble 
N.—parfaitement séparable, un ensemble N,—séparable, un ensemble 
possédant la propriété lindeléfienne d’ordre N, et un ensemble 
N,—condensé en sot. 

De plus il résulte d’un théoréme de M. Frécuet(*) que dans un 
espace distancié tout ensemble compact est N,-séparable et par 
conséquent aussi N,—parfaitement séparable ; mais la réciproque 
n’a méme pas lieu dans |’espace euclidien. 


(1) Ces identités sont plus simples que certaines identités analogues obtenues 
a partir de définitions différentes par M. Haratromi (Mémoire cité, p. 120 
et 127). 

(?) E. A., p. 268. 
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Par conséquent & deux ensembles distincts g de B corres- 
pondent nécessairement deux sous-familles 9, de % différentes. 
D’ou 


puis. B < puis. (oan de toutes .) < 2Ne 


sous-familles de % 
C. ve faethe 


Le théoréme 9) entraine la proposition suivante : 

* 10). Dans un espace (%) vérifiant la condition 3° de F. Riesz 
tout ensemble N,—parfaitement séparable E est de puissance 
<a 

En effet, dans un tel espace, les sous-ensembles de E formés 
chacun d’un seul point sont fermés. On a donc, en reprenant les 
notations du théoréme 9), 


puis. E < puis. B < 28a 
Co ' 0, Fs, a 
Remarque. — Nous avons utilisé au Chapitre III un es— 
pace (8;) dont voici la définition. Les points de cet espace 
sont les éléments d’un ensemble donné quelconque P comprenant 
plus de deux éléments ; on attribue 4 chaque point a le voisinage 
unique 
Va = P = espace entier. 


Nous avions vu que cet espace était un espace (V) vérifiant les 
conditions 2° de F. Riesz et <). Il est visible que l’espace (8) 
est N,-parfaitement séparable quel que soit N,; en particulier 
espace (3) est Nj-parfaitement séparable ; et pourtant sa 
puissance peut étre choisie aussi grande que l’on veut. Done 
* le théoréme 10) ne s’étend méme pas a tous les espaces (0) vérifiant 
2° de F. Riesz et 2). 


§ VIII. Cas des espaces distanciés. — I] nous a paru intéressant 
de mentionner ici un certain nombre de simplifications qui se 
produisent dans la théorie des ordres de séparabilité quand on se 
place dans le cas des espaces () ou distanciés ('). Nous avons pu 
établir le théoréme suivant dont la démonstration sera publiée 


dans un autre recueil : 





() Les espaces distanciés sont certains espaces accessibles comme nous 
Yavons vu & la fin du Chapitre VII. 
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§ VII. Sur quelques propriétés liges 4 la puissance d’un ensemble 
N,—parfaitement séparable. — Soit N un ensemble de nombre 
cardinal N,. Nous poserons par définition : 


28a == puissance de |’ensemble de tous les sous-ensembles de N. 


Nous rappelons que (voir l’Introduction au Chapitre VII) 
2No = ¢ = puissance du continu. 


Ceci étant, nous allons démontrer le théoréme suivant: 

* 9). Sow E un ensemble N,—parfaitement séparable, soit A 
la famille des sous-ensembles ouverts de E et soit B la famille 
des sous-ensembles fermés de E; on a 


puis. A< 282g ~~ puis. B << 282, 


Démonstration. — Par hypothése on peut adopter pour les 
différents points de E des voisinages appartenant & une méme 
famille ¥ d’ensembles telle que puis. J < N,. Nous supposerons 
que de tels voisinages ont été adoptés. Soit alors e un ensemble 
de A, et soit 


%,; = famille de ceux des ensembles de J qui sont entiérement 
contenus dans e. 


Pour chaque point a de e il existe un voisinage Va de a appar- 
tenant entiérement a e. Un tel Va est un ensemble de Fy, et par 
conséquent 


e == somme de tous les ensembles de 9. 


Nous déduisons de cette égalité qu’a deux ensembles distincts 


e de A correspondent nécessairement \deux ‘sous-familles J, de 
différentes. D’ou 


. < puis, (famille de toutes les\ — 5, 
BES eat ( sous-familles de J ) Ss 


Soit maintenant g un ensemble de B, et soit 


#, = famille de ceux des ensembles de J qui sont entiérement contenus 
dans C(g) 


? 


C(g) désignant comme d’habitude le complémentaire de g par 


rapport a lespace. Puisque g est fermé, C(g) est ouvert, et on 
déduit de la sans peine que 


C(g) = (somme de tous les ensembles de 9,) + C(E). 
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Or ona 


E.- intérieur de I, = N - intérieur de I, + R- intérieur de Ip, 
puis. (R - intérieur de I.) < N,,. 


Par conséquent, en vertu du théoréme VI rappelé a l’instant, 
on a 


puis. (N-intérieur de I,) = puis, (E-intérieur de In) > N, , 4. 


Donec chaque point a de N est un N,,;-hyperpoint de N. Il 
en résulte que chaque point de N est un point d’accumulation 
de N ; par conséquent N est dense en soi. 


Ce0,.2, B. 


I] résulte du théoréme 5) précédent que si E est un ensemble 
N,-parfaitement séparable et de puissance > WN,, alors E 
contient un sous-ensemble N non vide et dense en soi, et par 
conséquent E n’est pas clairsemé. D’ot le théoréme suivant (?) : 

* 6). Tout ensemble N,—parfaitement séparable et clairsemé est 
de puissance < Ny. 

Si nous combinons ce théoréme 6) avec les théorémes 2) et 
3) du Chapitre V et si nous {tenons compte du fait que chaque 
partie d’un ensemble N,—parfaitement séparable est N,—parfai- 
tement séparable, nous obtenons les propositions suivantes : 

* 7). Tout ensemble N,—parfaitement séparable est la somme 
de deux ensembles disjoints, lun dense en soi, l'autre clairsemé et 
de puissance < N, (l'un ou Vautre de ces deux fensembles pouvant 
étre vide). 

* 8). Tout ensemble N,—parfaitement séparable et fermé est 
la somme de deux ensembles disjoints, lun parfait, l autre clairsemé 
et de puissance < N, (l'un ou Vautre de ces deux ensembles pouvant 
étre vide). 

De plus on obtient les deux décompositions précédentes en 
prenant pour premier ensemble partiel le plus grand sous-ensemble 
dense en soi de l’ensemble donné (voir Chapitre V, § II). 


() Les théorémes 6), 7), 8), 9) et 10) de ce Chapitre fournissent le résultat 
le plus précis possible si x, est l’ordre de l’ensemble considéré. Ces théorémes 
s’appliquent d’ailleurs toujours en prenant pour x, Vordre de |’aspace (%) 
auquel appartient l’ensemble considéré, mais le résultat obtenu peut alors étre 
moins précis. 
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de plus chaque point de N est un N,4,4-hyperpoint de N, et 
par conséquent N est dense en soi (). 

Démonstration. — a) Supposons que puis. R > N,. Dans cette 
hypothése on a puis. R > N,44,et R contient un sous-ensemble e 
de puissance N,,,. Or R est une partie de l’ensemble E qui est 
N,-parfaitement séparable; donc R est N,-condensé en s01 ; 
et par conséquent il existe un point a de R tel que a soit 
point d’accumulation hyper-maximée de e. Alors, pour tout 
ensemble Ia auquel a est intérieur, on a 


puis. (e- intérieur de I;) = puis.e = N, 1 4 
d’ou 
puis. (E - intérieur de Ig) > N, 4 4. 
Donec a, qui est un point de E, est un N,44—hyperpoint de E. 
Par conséquent on devrait avoir a € N en méme temps que 
aé€R=E—N, 
ce qui est contradictoire. Ainsi nous avons démontré que 


puis. R<N 


ae 


6) Tenant compte du résultat précédent, du fait que l’on a les 
relations 
E=N-+R, puis. E> WN,, 


et du théoréme VI de I’Introduction au Chapitre VII, nous voyons 
que l’on a 
puis. N = puis. E. 


c) Enfin soit aun point arbitraire de N. Alors a est un Noi 
hyperpoint de E ; par conséquent, pour tout ensemble Ia auquel a 
est intérieur, on a 


puis - (E - intérieur de In) >N, 4 4. 





(*) I] ne faudrait pas croire qu’un théoréme aussi général que le théoréme 5) 
soit sans intérét dans l’espace euclidien. En effet tous les ensembles de lespace 
euclidien sont x,—parfaitement séparables quel que soit x,; le théoréme 5) 
s’applique donc tout d’abord aux ensembles euclidiens Jorsqu’on y fait 
Na = Noet il fournit dans ce cas un résultat classique. De plus, si l’hypothése 
du continu Ni= c (c étant la puissance du continu) n’était pas exacte, le 
théoréme 5) fournirait dans l’espace euclidien des propriétés différentes et ne 
rentrant pas les unes dans les autres pour chacun des x, < ec. 
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une sous-famille G, couvrant R telle que puis. 6, < N,. Les éléments 
de la famille G, sont des voisinages de certains points de R; et ces points 
de R forment un ensemble e vérifiant puis. e< N,. Par conséquent, 
en vertu des raisonnements faits il y a un instant, il doit exister un point 
y de R tel que tout élément de e précéde y. Mais alors y ne pourrait 
appartenir a aucun ensemble de G,. Nous aboutissons done 4 une 
contradiction et le résultat que nous avions en vue est établi. 

Remarque. — En vertu des résultats obtenus dans ce §, Iles- 
pace (R) est un espace accessible compact en soi et jouissant par 
conséquent de la propriété de Borex. Mais, comme cet espace ne posséde 
pas la propriété lindeléfienne d’ordre N,, cet espace ne posséde pas la 
propriété de BoreL-LEBESGUE et n’est donc pas parfaitement compact 
en sol. 


§ VI. Sur diverses généralisations du théoréme de Cantor- 
Bendixson. — Faisons d’abord les remarques suivantes que nous 
utiliserons tout 4 ’heure : Les théorémes 2) et 4) entrainent 
évidemment que tout ensemble N,-parfaitement séparable est 
N.—condensé en soi. De plus il est évident, d’aprés la définition 
méme, que chaque partie d’un ensemble N,—parfaitement sépa- 
rable est N,—parfaitement séparable. Par conséquent tout 
ensemble N,—parfaitement séparable est tel que chacune de 
ses parties soit N,-condensée en soi. Ces préliminaires posés, 
nous adoptons la définition suivante : 

Un point a sera dit un N,-hyperpoint d’un ensemble E 3i, 
pour tout ensemble Ia auquel a est intérieur, on a 


puis. (E - intérieur de Ig) > N,. 


Démontrons alors le théoréme suivant : 
* 5). Soit E un ensemble N,—parfaitement séparable et de 
puissance > N,. Alors, si Pon pose 


N = ensemble de ceux des points de E 


qui sont des N, + ,-hyperpoints de E 


et 

R=E—N, 
on a la décomposition 

E=N-+R, 
et on a puis. R<W,, 


puis. N = puis. E; 
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On vérifie sans peine que l’espace (R) est un espace accessible. Nous 
poserons pour tout point x de R: 

R, = ensemble des éléments de R qui précédent x. 

Ceci étant, supposons de plus que l’on a choisi R normalement bien 
ordonné et de puissance N,,9 = N,4444- Nous avons le droit de faire 
cette hypothése en vertu duthéoréme VIII! de l’Introduction au Chapitre 
VII. Soit alors e un sous-ensemble de R tel que 


No < puis.e < N,, 4. 


Je dis qu’il existe au moins un élément y de R tel que tout élément 
de e précéde y. En effet dans le cas contraire on aurait 


R= SR. + (2)], 


é 


cette somme étant étendue a tous les éléments x de e. Or on a, pour 
tout élément x de R, 


puis. Re << N, 4, . Wot puis. [Re + (z)] <N,44- 


On devrait donc avoir (en vertu du théoréme rappelé au début du 
§ IV de ce Chapitre) puis. R < N,,,, contrairement alhypothése. 
L’existence de l’élément y est donc établie. 

Ceci posé, pour § = y on a évidemment 


puis. (eR;) = puis. e (4) 


Parmi les points § de R tels que la relation (1) ci-dessus ait lieu, il en 
existe un a qui n’est précédé d’aucun autre. Soit alors V, un voisi- 
nage quelconque de ce point a. Ona 


Va == ensemble des points x de R 
tels queb< 2 <a, 


b étant un point de R tel que b< a. On peut écrire 
eRy + e+ (b) + eVa = eRa + e€- (a). 


La puissance du second membre de cette égalité est puis. e ; de plus 
on a puis. (eRs) = puis. e. Par conséquent, en vertu du théorame VI de 
Introduction au Chapitre VII, on doit avoir puis. (eV) = puis. e. 
a est done point d’accumulation maximée de e. Comme la condition a) 
est vérifiée, il en résulte que a est aussi point d’accumulation hyper- 
maximée de e. Nous concluons de 1a que l’espace (R) est N,-condensé en 
sol, Nous en concluons aussi, ce qui nous servira plus loin, que l’es- 
pace (R) est compact en soi. 

Par contre, nous allons démontrer que l’espace (R) ne posséde pas la 
propriété lindeléfienne d’ordre N,. En effet. supposons que l’espace (R) 
posséde cette propriété, et appelons G la famille formée de tous les voi- 
sinages de tous les points de R. Alors G couvre R, et G doit contenir 
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Ceci étant, la famille des Ie correspondant a tous les points 
a de E, couvre E. Done cette famille contient une sous-famille 
G, couvrant E telle que 


puis. Gi < N, < t. 
On a évidemment 


>> e-intérieur de Ig = e, 
Gi 
cette somme étant étendue a tous les ensembles Ia de Mes 
Par conséquent, en vertu du théoréme rappelé au début de ce 
§, on devrait avoir puis. e = € <y.jNous aboutissons done a 
une contradiction. 
C../Q5 Fa Di 

I] nous sera commode d’adopter la définition suivante : 

Un ensemble E est N,—condensé en soi si, pour chaque sous- 
ensemble e de E tel que puis. e = N,,,, il existe au moins un 
point de E qui soit point d’accumulation hyper-maximée de e. 

Si on avait puis. E << N, 14, il n’existerait pas de sous-ensemble 
e de E tel que puis. e = N,,,; dans ce cas nous considérerions 
conventionnellement E comme étant toujours N,—condensé en soi. 

Cette définition étant admise, comme N,,, est nécessairement 
de 1t¢ espéce, on a le cas particulier suivant du théoréme 3) : 

* 4). Tout ensemble possédant la propriété lindeléfienne d’ordre 
N, est N,-—condensé en sot. 


§ V. Sur la réciproque du théoréme 4). — Nous allons 
démontrer que * la réciproque du théoréme 4) n’est pas toujours 
graie (1) méme dans un espace accessible. 

Pour cela appelons espace (R) un espace (‘0) dont les points sont les 
éléments d’un certain ensemble ordonné R, et ot on attribue a chaque 
point a de R tous les voisinages de la forme suivante : 

Va = ensemble des points x de R 
tels queb<a <4, 
b étant un point quelconque de R tel que b < a. (Nous écrivons pour 


simplifier b << a, par exemple, pour dire que b précéde a). Si a était 
un élément de R précédant tous les autres, nous poserions Va= (a). 


(+) Il serait intéressant de savoir si la méme circonstance se produit ou non 
pour le théoréme 3). 
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séparable. La réciproque du théoréme 2) précédent n’est donc 
méme pas vraie dans tout espace accessible. 


§ IV. Les ensembles N,—condensés en soi. — Rappelons d’abord 
la proposition suivante (1) que nous utiliserons dans un instant et dont 
la démonstration suppose l’axiome de ZERMELO : 

Soit 1 un nombre cardinal > Ny. Si Eest un ensemble de puissance 
< 1 dont les éléments sont des ensembles M dont chacun a une puissance 
<x, alors la somme de tous les ensembles M de E a aussi une puis- 


sance < 7». 

Adoptons de plus la terminologie suivante : 

a) Nous dirons qu’un nombre cardinal é est de 17¢ espéce si, parmi les 
nombres cardinaux < &, il en existe un qui est le plus grand. Dans le 
cas contraire nous dirons que le nombre cardinal é est de 2™e espéce. 
Alors N, est de 1'¢ espéce pour tout entier positif n, tandis que N, 


et N,,, par exemple, sont de 2™¢ espéce. 
b) SiN, est un nombre cardinal transfini quelconque, nous désignerons 


par N,,, le plus petit des nombres cardinaux >N,.Le nombre N,,, 
existe toujours en vertu des théorémes III et V de l’Introduction au 
Chapitre VII. 

Ces préliminaires étant posés, nous allons démontrer le théoréme 
suivant : 

* 3). Tout ensemble E possédant la propriété lindeléfienne 
@ordre N, jouit de la propriété suivante : 

£,. Pour chaque sous-ensemble e de E tel que le nombre cardinal 
de e soit de 1° espéce et > N,, il existe au moins un point de E 
qut est point d’accumulation hyper-maximée de e. 

En effet, soit E un ensemble possédant la propriété lindeléfienne 
d’ordre N,, et soit e un sous-ensemble de E tel que le nombre 
cardinal — de e soit de 17¢ espéce et > Nj. 

Supposons qu’il n’existe aucun point de E qui soit point 
d’accumulation hyper-maximée de e. Alors, pour chaque point 
a de E, il existe un ensemble I auquel a est intérieur tel que 

puis. (e - intérieur de Ig) < puis. e = & 

Soit » le plus grand nombre cardinal < &; le nombre » existe 
par hypothése et on a 


puis. (e - intérieur de Ia) < 7, 


N, < Ne 


(1) Cette proposition est une conséquence immédiate de résultats obtenus 
dans Youvrage de M. W. Srerprnsxr « Lecons sur les nombres transfinis » 
‘Paris, Gauthier-Villars, 1928, p. 126 et 233) 
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§ III. Les propriétés lindelofiennes. — L’objet de ce § est d’éta- 
blir une propricté, intéressante en elle-méme et utilisée plus 
loin, des ensembles N,—parfaitement séparables. Nous adoptons 
la définition suivante : 

Un ensemble E posséde la propriété lindeléfienne (') d’ordre N, si 
chaque famille G d’ensembles couvrant E contient une sous- 
famille G, couvrant E telle que puis. G, < N,. 

Alors on a le théoréme suivant : 

*2) Tout ensemble X,—parfaitement séparable posséde la pro- 
priété lindeléfienne d’ordre N,. 

En effet soit E un ensemble N,—parfaitement séparable. Alors 
nous pouvons supposer que les voisinages des différents points 
de E appartiennent 4 une méme famille % d’ensembles telle 
que 

puis. J < N,. 


Soit G une famille d’ensembles couvrant E. Appelons %, la 
famille des ensembles V de % tels que chaque V soit contenu 
dans un ensemble de g. Alors nous pouvons supposer que l’on 
ait fait correspondre 4 chaque ensemble V de 4, un ensemble ly 
bien déterminé de G tel que 


secard me 


Soit G, la famille des ensembles Iy correspondant a tous les 
ensembles V de 3,. On a 


puis. G, < puis. F <N,. 


Je dis que G, couvre E. En effet soit a un point arbitraire de E. 
Alors a est intérieur 4 un ensemble de G, et il existe un voisinage 
V,, de a contenu dans cet ensemble de §. V, est donc un ensemble 
de #,, et il lui correspond l’ensemble Ivy, de G, tel que Va C Iy,, 
Donec a est intérieur a ly. 

GPG. eR aiths 

Remarque. — 1) est presque évident que tout ensemble dénom- 
brable posséde la propriété lindeléfienne d’ordre Ng. Par consé- 
quent l’espace (uw), défini au § II, posséde la propriété lindeléfienne 
d’ordre N,, et pourtant cet espace n’est pas N,—parfaitement 


(4) Si « = 0 cette propriété coincide avec la propriété que M. FrecHet a 
appelée la propriété de Linpe.ér (E. A., p. 176). 
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doit contenir un W,. Comme chaque V est évidemment infini, chaque 
W, est infini. Nous pouvons donc poser pour chaque W, : 

%_ = le plus petit entier > gq? et appartenant a W,. 

Z_ existe pour chaque W,. Appelons El’ensemble des nombres 2%. 
Soit alors nm un entier positif arbitraire ; l’inégalité 2 <n entraine 


g?<n dou g< Vn. On a done toujours 
n{E] < Vn. 
Soit C(E) le complémentaire de E par rapport a l’espace (uz) ; on a 
n > n{C(E)] =n— vn[E] >n— Vn 
On en déduit immédiatement 
lim, “{C(E)} __ , 


i—->o n 
De plus E ne contient pas 1, et par conséquent C(E) contient 4. II 
en résulte que C(E) est un V ; et pourtant C(E) ne peut contenir entiére- 
ment aucun des W,. Nous aboutissons done a une contradiction. 


Cii0. 08. 


Démontrons enfin que l’espace (uw), que nous venons d’étudier, est un 
espace accessible. En effet on vérifie de suite que tous les voisinages 
adoptés sont des ensembles ouverts ; donc l’espace (u) vérifie la condi- 
tion «). De plus on constate sans peine que l’espace (u) satisfait a la 
condition 3° de F. Riesz. I] nous reste 4 établir que l’espace (u) vérifie 
la condition 2° de F. Riesz. Pour cela rappelons que la condition 2° de 
F. Riesz équivaut, dans un espace (V), a la condition suivante : 

(2°); Pour tout point a et tous voisinages Va et Wa de a, il existe au 
moins un voisinage de a appartenant au produit V_ Wo. 

La condition (2°), est évidemment vérifiée en tout point a1 de 
espace (u). Soient maintenant V, et V, deux voisinages V de 4. Quel 
que soit l’entier positif n, on a les relations suivantes : 


0<n—n[V,V2_] =n[C(V,V,)] =n [C(V,) + C(V,)] < n{C(V,)] + n[C(V,)} 
=n —n[V,] + n—n[Vp] 
d’ou 
0 < 4 — Vi V2) < 2—M1Vs) _ [Ve] 


n n n 
Si n-> o, le dernier membre de cette double inégalité + 0; done 
ViV 

a > 1. Par conséquent V,V, est un voisinage V de 1. Il en résulte 


que (2°), est aussi vérifiée au point 4. 
Cy On FD 


() Dans notre définition de espace (u), Nous nous sommes inspiré de la défi- 
nition d’un espace imaginé par Urysohn (Math. Annalen, 94, 1925, p. 290). 
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raitra seulement comme exprimant une propriété intéressante des 
ensembles N,—parfaitement séparables. Nous avons le théoréme 
suivant : 
* 1) Tout ensemble N,-parfaitement séparable est N,-sépa- 
rable (*). 
En effet soit E un ensemble N,—parfaitement séparable. Alors 
nous pouvons supposer que les voisinages des différents points 
de E forment une famille % d’ensembles telle que 


puis. F< N,. 


Ceci étant supposé, prenons dans chaque ensemble V de ¥ un 
point z, de E, et soit N l’ensemble des points 2, distincts. On a 


puis, N << N, et NCE, 


Soit alors a un point arbitraire de E. Chaque voisinage de a 
contient un point de N. Done 


aeN+N’ 
CO, vue aD: 


Nous allons donner un exemple qui nous montrera que la 
réciproqgue du théoréme 1) précédent n’est pas toujours vraie méme 
dans un espace accessible. 


Pour cela appelons espace (wu) un espace (0) dont les points sont 
tous les entiers > 0 et ou les voisinages sont définis de la facgon sui- 
vante. On attribue a chaque entier > 1 un seul voisinage formé de cet 
entier lui-méme. On attribue 4 l’entier 1 comme voisinages tous les 
ensembles V contenant 1, formés d’entiers > 0 et tels que 


lim. “{V] _ , 
n—> © nv 
n{V] désignant ‘le nombre ‘des éléments de V qui sont < I’entier posi- 
tif n. 
L’espace (u) étant dénombrable, est No-séparable. 
Par contre, nous allons démontrer que l’espace (u) n’est pas Norparfai- 
tement séparable. En effet supposons que l’espace (uw) soit N,-parfaite- 
ment séparable. Alors la famille des voisinages V de 4 devrait équi- 
valoir A une famille finie ou dénombrable de voisinages de 1, soit 
W,, Wo,.---., Wo,.... Alors chaque W, doit contenir un V, et chaque V 


() Ce théoréme 1) est di a M. Frécuet dans le cas particulier ol 8, = No ; 
la méme remarque s’applique a plusieurs autres propositions démontrées 
dans ce Chapitre, en particulier aux théorémes 2), 6), 7), 8), 9) [et aussi a 10) 
dans le cas d’un espace accessible] (EZ. A., p. 233-235 et p. 243). 
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Un ensemble E est N,—parfaitement séparable si lon peut, 
sans altérer l’opération de dérivation dans l’espace (0) considéré, 
adopter pour les différents points z de E des voisinages appar- 
tenant A une méme famille d’ensembles, cette famille, indépen- 
dante de z, ayant une puissance < N,. 

Un ensemble E est d’ordre N; si N; est le plus petit nombre 
cardinal transfini tel que E soit N;—-parfaitement séparable (?). 

On voit sans peine, en tenant compte du théoréme V de I’In- 
troduction au Chapitre VII, que, pour tout ensemble E appartenant 
a un espace (0), il existe un et un seul nombre cardinal transfini N:; 
tel que E soit d’ordre &;. 

De plus on a évidemment les propositions suivantes : 

Si un ensemble E est d’ordre N;, alors, pour tout N, > &;, 
ensemble E et chacun de ses sous-ensembles sont N,—parfai- 
tement séparables. 

Chaque sous-ensemble d’un ensemble d’ordre N; est d’ordre 
< &;. En particulier, dans un espace (¥) d’ordre N:, tout ensemble 
est d’ordre < N;. 

I] est intéressant de constater que l’espace euclidien et chacun 
de ses sous-ensembles sont d’ordre Ny. Cette remarque permettrait 
de déduire des résultats de ce Chapitre un grand nombre de pro- 
priétés usuelles des ensembles euclidiens. 


§ II. Les ensembles N,-séparables. — Nous adoptons la défi- 
nition suivante : 

Un ensemble E est N,-séparable (?) s’il existe un ensemble 
N de puissance < N, tel que NCE CN-+N\, 

Comme nous le verrons au § VIII, les ensembles N.—s6pa- 
rables coincident dans un espace distancié avec les ensembles 
N,-parfaitement séparables. Mais il n’en est plus ainsi dans 
les espaces (V) les plus généraux ; dans ceux-ci la notion d’en- 
semble N,—séparable jouera un role peu important et appa- 





(1) Dans une Note parue antérieurement (C. R. de PAcad. des Sc., t. 196, 
1933, p. 1071) nous avions dit dans le méme cas que l’ensemble E est d’ordre :, 
il nous parait maintenant plus naturel de dire que E est d’ordre Nee ; 

(*) Les ensembles &_-séparables et \,-parfaitement séparables se réduisent 
pour Ny = No aux ensembles séparables et parfaitement séparables définis 
par M. Frécuert (EZ. A., p. 190) dans un espace (%). 


CHAPITRE VIII 


SUR LES ORDRES DE SEPARABILITE 
DANS LES ESPACES (‘%) 


On sait que, dans l’espace euclidien, on peut déterminer de bien 
des maniéres un ensemble dénombrable N de points tel que chaque 
point de l’espace soit infiniment voisin de N, autrement dit 
appartienne a N’. Ce fait intervient plus ou moins explicitement 
dans les démonstrations de plusieurs propriétés importantes des 
ensembles euclidiens (1). C’est en cherchant a étendre ces propriétés 
aux espaces abstraits que M. Frécuet (*) a été amené a définir 
d’abord les ensembles séparables dans les espaces distanciés, puis, 
dans des espaces abstraits plus généraux, les ensembles parfai- 
tement séparables 4 cété des ensembles séparables. 

Plus récemment M. Harartomi (*) a généralisé la notion d’en- 
semble séparable en introduisant dans les espaces distanciés des 
ensembles qu’il appelle N.-separabel. Dans ce Chapitre nous 
reprenons la question étudiée par M. Haratomi en nous plagant 
dans le cas beaucoup plus ‘général des espaces (¥). Nos défini- 
tions, différentes de celles de M. Hararomt, auront d’ailleurs 
Yavantage de fournir, dans le cas particulier des espaces dis- 
tanciés, des résultats plus simples que les siens (voir § VIII). 


§ I. Les ensembles N.-parfaitement séparables. — Nous adop- 
tons dans un espace (%) les définitions suivantes, N. étant un 
nombre cardinal transfini arbitraire : 


(1) Par exemple du théoréme de CANTOR-BENDIXSON, 


(?) Voir par exemple £. A., p. 190. 
(3) « Uber héherstufige Separabilitat und Kompaktheit. » Japanese Journ 


f Math., VIII, 1931, p. 114. 
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un espace accessible particulier ; les espaces distanciés sont 
done des espaces (0) vérifiant la condition «), et ils bénéficient de 
toutes les simplifications dues a cette condition. De plus on doit 
a M. Fricuer (1) d’avoir établi les résultats suivants : 

Dans un espace distancié, il y a identité entre un ensemble com- 
pact (en soi) et un ensemble parfaitement compact (en sot), et par 
conséquent il y a identité entre un ensemble possédant la propriété 
de Borel et un ensemble possédant la propriété de Borel-Lebesgue. 
De plus il n’y a plus de différence 4 faire entre un ensemble compact 
en soi et un ensemble compact et fermé. 

Remarquons enfin que dans l’espace euclidien, qui est un espace 
distancié particulier, les ensembles compacts coincident avec 
les ensembles bornés, et les ensembles compacts en soi avec les 
ensembles a la fois bornés et fermés. 


ou Popération de dérivation E’ = K(E) jouit de la propriété suivante : il est 
possible d’associer A tout couple a, b de points de l’espace considéré, un 
nombre réel 
(a, b) = (b, a) > 0, 

nombre qui est appelé distance de a et de b, et ceci de telle maniére que les 
trois conditions suivantes soient remplies : 

14. On a(a, b) = 0 sia et b coincident et dans ce cas seulement. 

2. Pour trois points quelconques a, b, c on a toujours 


(a, b) < (a, c) + (ce, 6). 
3. Pour qu’un point a appartienne 4 EB’, il faut et il suffit qu’il existe dans 


l’ensemble E des points distincts de a dont la distance 4a soit aussi petite 
que l’on veut. 


Beaucoup d’auteurs se bornent d’ailleurs 4 considérer les espaces distanciés 
ou la distance (a, b) est effectivement donnée. 
(1) BE. A., p. 269. 


A. APPERT. 
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* 21) Soit E un ensemble. Si pour chaque suite de la forme 


ie) oy ees) ae) eee 


ow les E, sont des sous-ensembles non vides de E et ou les n sont 
tous les entiers naturels, il existe au moins un point (de E) commun 
aux fermetures de tous les En, alors E est compact (en soi) au sens 
large. 

En effet soit e un sous-ensemble dénombrable de E. Désignons’ 
les points de € par Qj, Gyy....-, Unye--0 , les n étant tous les entiers 
naturels et les a, tous distincts, et posons 


En aa (an) = (Qn41) = (An+2) — eee 
Ona 


) E,.D E:D meD E.D ered 


Alors, par hypothése, il existe un point a (de E) commun a 
tous les En = En + E,’. Alors chaque voisinage de a contient 
un point de En, et ce quel que soit n. Done chaquevoisinage de a 
contient une infinité dénombrable de points de e. Par conséquent 
a est point d’accumulation maximée de e. 

COO Fen: 

Les deux propositions 20) et 21) précédentes permettent 
d’énoncer diverses conditions a la fois nécessaires et suffisantes 
pour qu’un ensemble soit compact (en soi) au sens large. 20) et 21) 
entrainent par exemple le théoréme suivant : 

* 22). La condition (1) nécessaire et suffisante pour qu'un ensemble 
E soit compact (en sov) au sens large est que, pour chaque famille g 
monotone et dénombrable de sous-ensembles non vides de EK, il existe 
au moins un point de E commun a tous les ensembles de J, ou un 
point (de E) commun auzx dérivés de tous les ensembles de J. 


§ XII. Cas des espaces distanciés. — I] nous a paru intéressant 
d’indiquer briévement les principales simplifications qui se pro- 
duisent dans la théorie de la compacité, quand on se place dans le 
cas des espaces (9) ou distanciés (?). On sait qu’un espace distancié est 





(‘) Un théoréme analogue a 22) a été obtenu par M. FRECHET (Amer. Journ. 
of math., janvier 1928, p. 52) : ce théoreme qui énonce aussi une condition 
nécessaire et suffisante pour qu’un ensemble soit compact (en soi) au sens 
large, est également une conséquence immédiate de 20) et de 21). 

(2) Les espaces (@) ou distanciés ont été introduits par M. Frécuet (£. A., 
p. 61-62). On peut définir un espace distancié comme étant un systéme (P, K) 
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il en résulte que est point d’accumulation maximée de e. Done E est 
compact en soi au sens large. Nous voyons ainsi que la réciproque de 
18) n’est pas vraie dans l’espace (Si). 


Mais si l’on se place dans le cas d’un espace (0) vérifiant la 
condition «), les propositions 14), 17) et 18) entrainent immé- 
diatement la suivante : 

* 19) Dans un espace (%) vérifiant la condition «), il y a identité 
entre les ensembles compacts en sot, les ensembles possédant la 
propriété de Borel et les ensembles compacts en sot au sens large. 


§ XI. Sur la propriété cantorienne restreinte au cas d’une 
famille dénombrable d’ensembles. — Démontrons les deux théo- 
rémes suivants : 

* 20) Soit E un ensemble compact (en sot) au sens large, et soit F 
une famille monotone et dénombrable de sous-ensembles non vides 
de E. Alors il existe au moins un point de E commun 4 tous les en- 
sembles de F, ou un point (de E) commun aux dérivés de tous les 
ensembles de . 

En effet soient E,, E,,....., En,..... les ensembles de %, les n étant 
tous les entiers naturels. Posons 


I, = E,E,---E,. 


Comme & est monotone, ’un au moins des n ensembles 
K,, E,,....., En est contenu dans les (n — 1) autres, et par conséquent 
on a toujours I, ~ 0. Prenons un point a, bien déterminé dans 
chaque I,. L’un des deux cas suivants est sirement réalisé : 

1¢t cas : Un point x figure une infinité de fois dans la suite des 
An. 

Alors x est commun a tous les E, et appartient a E. 

2¢ cas: La suite des a, contient un ensemble infini dénombrable e 
de points distincts. 

Alors, comme e C E, il existe un point a (de E) qui est point 
d’accumulation maximée de e. Si donc Ia est un ensemble auquel a 
est intérieur, Ia contient une infinité de points a, distincts. Par 
conséquent Ia contient une infinité de points dp distincts pour 
lesquels n > un entier naturel q donné ; et ces points appartiennent 
& Ey. Done ae E‘g, ce quel que soit l’entier naturel q. 


C. 0.) Pepe 
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Iz C Ku, et par conséquent z est intérieur A Kn. Done la famille 
dénombrable des ensembles K,, K,,...., Kn,..... couvre E. 

Ceci étant, supposons que l’ensemble E posséde la propriété 
de Bore. Alors la famille des K, devrait contenir une sous-famille 
finie Ka,, Ka,,...... Ka, (4 < %<... << Gr) couvrant E. Or le point 
az, de E ne peut évidemment appartenir & aucun des ensembles 
Ka,, Ka,,...., Ka,. Nous aboutissons donc a une contradiction. 

fetes Pea Bo 


Les deux théorémes précédents 17) et 18) fournissent le premier 
une condition suffisante et le second une condition nécessaire 
pour qu’un ensemble posséde la propriété de Borex. Nous allons 
démontrer, avec M. FRECHET, que, dans l’espace (%) le plus général, 
aucune de ces conditions n’est a la fois nécessaire et suffisante. 


Pour cela reprenons l’espace (Si) défini au § IV [subdivision d)] 
auquel nous renvoyons pour les notations adoptées. 

Je dis que l’ensemble S des points de l’espace (Si) posséde la propriété 
de Bore. En effet soit Iy, Is,..., In,... une famille dénombrable d’ensembles 
couvrant S. Puisque S n’est pas dénombrable, l’un au moins des en- 
sembles I,, soit I,,,, contient 4 son intérieur une infinité non-dénom- 
brable de points de S. Si alors x est un point arbitraire de S, comme 
ensemble des éléments de S qui précédent un élément arbitrairement 
choisi de S est au plus dénombrable, il existe un élément $ de S tel que 
$ soit intérieur a I,,, et ne précéde ni ¢ ni w. Alors 


aE (2) + S,= Vz Cs I,,,: 


Il en résulte que 


I,, = S = espace entier. 


Comme chaque point de l’espace est intérieur 4 l’espace, l'ensemble 
tout seul couvre S. Donec S posséde la propriété de BoreEL. 
Ceci posé, nous avons établi au § IV (subdivision e)) que, dans l’espace 
(Si), le sous-ensemble dénombrable S,, de S n’avait pas de point d’accu- 
mulation hyper-maximée. Done S n’est pas compact en soi ni méme 
compact. Par conséquent la réciproque de 17) n’est pas vraie dans 
espace (Si). 
D’autre part considérons, dans l’espace (Si), l’ensemble 


E=5, + (), 


I 


n 


et soit ¥ la famille dénombrable des voisinages des différents points de E. 
% couvre E, et on vérifie sans peine qu’une sous-famille finie de # ne 
peut couvrir E. Done E ne posséde pas la propriété de Bonet. 

Par contre si e est un sous-ensemble dénombrable de E, comme 


V. = (») +5, = E, 
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point a bien déterminé satisfaisant aux conditions énoncées 
dans Q). Alors si I, et Ir sont deux ensembles de G tels quer <q, 
il en résulte que ar est intérieur a Ir mais que aq n’est pas intérieur a 
Ir. Done les points aq sont tous différents. Soit alors e l’ensemble 
de tous les points ag correspondant a tous les ensembles Iq de G. 
On a 
puis. e = puis. G = Ny 
et 
e cE. 


Ceci posé, supposons l’ensemble E compact en sci. Alors il 
doit exister un point x de E tel que z soit point d’accumulation 
hyper-maximée de e. Puisque G couvre E, z est intérieur 4 un 
ensemble I, de G. On devrait done avoir 


(1) puis. (e- intérieur de I,) = puis. e = No. 
Or on a 


(e -intérieur de I.) © (ensemble des a, pour lesquels g < r), 


ce qui implique que le produit e- intérieur de I, est fini contrai- 
rement ala relation (1). Nous aboutissons donc a une contradiction. 
ree Psat 


18) Tout ensemble possédant la propriété de Borel est compact 
en sot au sens large. 

En effet, soit E un ensemble qui n’est pas compact en soi au sens 
large. Alors il existe un sous-ensemble dénombrable e de E tel 
qu’un point de E ne soit jamais point d’accumulation maximée 
de e. Désignons les points de e par dy, do,...-, Any, les n étant 
tous les entiers naturels et les a, tous distincts. Alors a chaque 
point x de E nous pouvons supposer que l’on fasse correspondre un 
ensemble Iz bien déterminé auquel x soit intérieur, tel que 


puis. (e- I,) = puis. e 


c’est-a-dire tel que Iz ne contienne qu’un nombre fini ou nul 
de points da. Posons alors 


K, = somme de tous les ensembles I, tels que I, ne contienne aucun 
des POINtsS Gn, An41, Ans.ojeceeeve 


Si alors « est un point arbitraire de K, il existe un entier n 
tel que Izne contienne aucun des points dn, Qn4,,.-..3 dans ce cas 
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la condition ~), il y avait identité entre les points d’accumulation 
maximée et hyper-maximée. II en résulte que 

*14) Dans un espace (%) vérifiant la condition «), il y a identité 
entre les ensembles compacts (en soi) et les ensembles compacts (en 
sol) au sens large. 

Raisonnant exactement comme dans la démonstration de 4), 
nous obtenons les propositions : 

15) Tout ensemble compact et fermé est compact en soi. 

16) Tout ensemble compact au sens large et fermé est compact 
en sol au sens large. 

Par contre, nous avons obtenu au § IV (subdivision f)) un 
exemple d’espace (0) — qui est méme un espace accessible — ou 
un ensemble non fermé peut étre parfaitement compact en soi et 
par conséquent aussi compact en soi et compact en soi au sens large. 

Nous avons enfin les conséquences presque immédiates sui- 
vantes de nos définitions : Toute partie d’un ensemble compact 
est compacte. Toute partie d’un ensemble compact au sens large 
est compacte au sens large. 


§ X. Deux théorémes (') concernant la propriété de Borel. 

17) Tout ensemble compact en soi posséde la propriété de Borel. 

Nous allons donner de ce théoréme une démonstration analogue 
a celle de 7) mais plus simple. Soit E un ensemble ne possédant 
pas la propriété de BoreE.. Alors il existe une famille # dénom- 
brable d’ensembles J,, I,,...... ei (les n étant tous les entiers 
naturels) couvrant E mais ne contenant aucune sous-famille 
finie couvrant E. Appelons G la famille des ensembles Iy de # 
jouissant de la propriété suivante : 

Q) Il existe un point a, de E qui est intérieur a I,, mais qui n’est 
intérieur A aucun des ensembles I, pour lesqueis n < q. 

Si alors a est un point arbitraire de E, a est intérieur a un I), 
et celui des ensembles I, auxquels a est intérieur pour lequel n est 
minimum, appartient 4 G. Done la famille G couvre E. Puisque 
G C &, G ne contient aucune sous-famille finie couvrant EK ; done 


puis. G = Np. 


Ceci étant, faisons correspondre 4 chaque ensemble I, de G un 


(1) Ges deux théorémes 17) et 18) sont dus, dans un espace (%), & M. Fre- 
CHET, Amer. journ. of math., vol. L, janvier 1928, p. 49-51. 
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Un ensemble E sera dit compact (en soi) (+) si, pour tout sous- 
ensemble dénombrable (2) e de E, il existe un point a (de E) qui 
est point d’accumulation hyper-maximée de e. 

Un ensemble E sera dit compact (en sot) au sens large si, pour 
tout sous-ensemble dénombrable e de E, il existe un point a 
(de E) qui est point d’accumulation maximée de e. 

Nous considérons tout ensemble fini comme étant compact 
(en soi) et compact (en soi) au sens large. 





§ IX. Remarques diverses sur les définitions précédentes. 
On a la proposition évidente suivante : Tout ensemble parfaite- 
ment compact (en soi) est compact (en soi). Nous verrons au 
§ V du Chapitre VIII un exemple qui nous montrera que la réci- 
proque de cette proposition n’a pas toujours lieu méme dans un 
espace accessible. 

Tenant compte de 1) on a la proposition : Tout ensemble com- 
pact (en soi) est compact (en sol) au sens large. Par contre les 
raisonnements faits au § IV, subdivision e), montrent que |’en- 
semble S de tous les points de l’espace (Si) — quit est un espace 
(©) — est compact en soi au sens large sans étre compact en sot ni 
méme compact. 


Nous avons vu [théoréme 3)] que, dans un espace (¥) vérifiant 


nous fourniront, dans des cas étendus, une condition nécessaire et suffisante 
pour qu’un ensemble jouisse de la propriété de Bore. C’est d’ailleurs la non- 
équivalence des propriétés de Borex et de Boret-Lespescue qui a été l’origine 
de Vintroduction des ensembles parfaitement compacts (en soi) 4 cété des 
ensembles compacts (en soi). 

(') Il serait facile de vérifier que, dans un espace (%), les ensembles que nous 
appelons compacts (en soi) coincident avec les ensembles que M. FREcHET 
(£. A., p. 195) a appelés compacts (en soi) au sens trés strict, et que les ensembles 
que nous appelons compacts (en soi) au sens large coincident avec les ensembles 
que M. Frécuet a appelés compacts (en soi). Nous avons cru devoir modifier 
légerement la terminologie de M. Frécuer, ceci afin d’harmoniser les défini- 
tions admises dans le cas des ensembles compacts avec celles que nous avons 
adoptées dans le cas des ensembles parfaitement compacts. D’ailleurs, comme 
nous le verrons, dans le cas infiniment général des espaces () vérifiant la 
condition >), il n’y a plus de différence a faire entre les ensembles « compacts 
(en soi) » A notre sens et les ensembles « compacts (en soi) au sens large » A notre 
sens, et par conséquent il n’y a plus de différence a faire entre notre termi- 
nologie et celle de M. Frécuer. 

(?) Comme nous l’avons dit plus haut, nous appelons dénombrable un ensemble 


ayant exactement méme puissance que l’ensemble de tous les entiers naturels. 
Un ensemble dénombrable est donc toujours infini, 
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généralisée. Alors il devrait exister un point « de G commun a 
tous les G;, Or on a 


G, C C(intérieur de I) = C(1) 


d’ou, en tenant compte des conditions 1° de F. Rizsz et a), 


—_—— 


G, CC) = C(I) = C(intérieur de), 
x ne serait donc intérieur 4 aucun des ensembles I de g, ce qui 
est contraire 4 lhypothése que ¥ couvre G. Nous aboutissons 
done & une contradiction. 
C0, ke Dy 

Les théorémes 3), 7), 11) et 12) entrainent l’énoncé suivant qui 
met en évidence les simplifications dues 4 l’introduction de la 
condition «) : 

* 13) Dans un espace (%) vérifiant la condition «), il y a identité 
entre un ensemble parfaitement compact en soi, un ensemble par- 
faitement compact en soi au sens large, un ensemble possédant la 
propriété de Borel-Lebesgue et un ensemble possédant la propriété 
cantorienne généralisée. 


§ VIII. Les ensembles compacts (en soi) et la propriété de 
Borel. Nous dirons qu'un ensemble E posséde la propriété de 
Borel si chaque famille ¢ dénombrable d’ensembles couvrant E 
contient une sous-famille finie couvrant E. 

On sait depuis longtemps que dans les espaces (%) trés géné- 
raux dont nous nous occuponsici, et méme dans un espace acces- 
sible, les propriétés de Borext et de Boret-LEBESGUE ne sont 
pas équivalentes (1). Nous allons développer une théorie analogue 
a celle des ensembles parfaitement compacts (en soi) ot le réle 
de la propriété de BoreL-LEBESGUE sera joué par la propriété 
de Bore. Pour cela nous adopterons, dans un espace (%), les 
définitions suivantes d’un ensemble compact (en soi) (?) et d’un 
ensemble compact (en soi) au sens large : 





() Le premier exemple a l’appui de cette assertion est di, croyons-nous, 
4 M. F. Riesz (EZ. A., p. 191). Nous obtiendrons au § V du Chapitre VIII, un 
exemple d’espace accessible possédant la propriété de Bore, mais ne possédant 
pas la propriété de Boret-LEBESGUE. 

(2) De méme que les ensembles parfaitement compacts en soi nous ont 
fourni une condition nécessaire et suffisante pour qu’un ensemble jouisse de 
la propriété de Boret-LEBESGUE, de méme les ensembles compacts en s0i 


‘ Fone af > 
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Nous en concluons qu’il existe toujours un point de S commun 4 
tous les E’. Done S posséde la propriété cantorienne généralisée. Et 
pourtant on a vu (§ IV, e) fque S n’était pas parfaitement compact en 
soi ni méme parfaitement compact. 


Par contre nous allons démontrer le théoréme suivant : 

* 12) Dans un espace (%) vérifiant la condition «), tout ensemble 
possédant la propriété cantorienne généralisée est parfaitement com- 
pact en sol. 

En effet soit, dans un tel espace, un ensemble G qui ne soit 
pas parfaitement compact en soi. Alors, en vertu du théoréme 
de CHITTENDEN, G ne posséde pas la propriété de Boret-Le- 
BESGUE. Raisonnant comme au début dela démonstration de 7)”, 
nous en déduisons qu’il existe au moins une famille d’ensembles 
jouissant de la propriété suivante : 

P) Cette famille couvre G, mais elle ne contient aucune sous- 
famille finie couvrant G. 

Parmi les familles d’ensembles jouissant de la propriété P) 
il en existe une ¥ dont la puissance est minima. ¥ est évidemment 
infinie, et nous supposerons ¥ normalement bien ordonnée, ce 
qui nous est loisible. Si I est un ensemble quelconque de ¥ nous 
posons : 

4, == famille des ensembles de F qui précédent I. 
G, = ensemble des points de G qui ne sont intérieurs a aucun des 

ensembles de la famille ¥, + (I). 


Démontrons que les G, sont tous non vides. En effet si G, était 
vide, la famille 3, + (I) couvrirait G; et comme cette famille 
est contenue dans %, elle posséderait comme J la propriété P), 
On devrait done avoir 


puis. (F, + (I)) = puis. J, 
Comme J est infinie et que l’on ne change pas la puissance 
d’un ensemble infini en lui enlevant un élément, on devrait avoir 
puis. %, = puis. % 


contrairement 4 la définition d’un ensemble normalement bien 
ordonné. Les G, sont done tous non vides. D’autre part, il est 
évident que la famille des G, correspondant a tous les ensembles 
I de # est une famille monotone de sous-ensembles de G. 

Ceci étant, supposons que G posséde la propriété cantorienne 
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Alors a € E,’. Soit alors E un ensemble quelconque de %. Ou 
bien E C E,, et dans cette hypothése a appartient A E sans appar- 
tenir 4 E ; donc a € E’. Ou bien E,C E, et, dans cette hypothése, 
en vertu de la condition 1°de F. Rresz, a € E’, C E’. Nous en 
concluons que, dans le 2¢ cas, a est commun aux dérivés de tous les 
ensembles de @. 

Donec p,) entraine p,). Os, Fp, 


Ceci posé, nous allons démontrer le théoréme suivant : 

11) Tout ensemble parfaitement compact en soi posséde la pro- 
prvété cantorienne généralisée. 

En effet, soit G un ensemble parfaitement compact en_ soi, 
et soit ¥ une famille monotone de sous-ensembles de G dont 
chacun soit non vide. Si %, est une sous-famille finie de %, on 
vérifie sans peine qu’il existe un ensemble E, de %, qui est con- 
tenu dans tous les autres ensembles de %,. Comme E, ~ 0, il 
existe au moins un point commun a tous les ensembles de %, et 
ce point appartient évidemment 4 G. Nous en concluons, en appli- 
quant le théoréme 8), qu’il existe au moins un point de G com- 
mun aux fermetures de tous les ensembles de #. 

GyOn fret 


Nous allons étudier la vérité de la réciproque de 11). Don- 
nons tout d’abord * un exemple d’espace (0) o& un ensemble peui 
jouir de la propriété cantorienne généralisée sans étre parfaitement 
compact en sol. 


Cet exemple est fourni par l’espace (Si) de M. Srerprnsk1. Reprenons 
en effet les notations employées au § IV [subdivisions d) et e)]. Alors 
S désignera l’ensemble des points de l’espace (Si). Soit # une famille 
monotone de sous-ensembles E de S dont chacun soit non vide. I] n’y a 
que deux cas possibles : 

4et cas : I] existe un ensemble Ey de & tel que Ey) C S,,. 

Alors, en vertu de la monotonie, tout ensemble E de & vérifie ES,, ~0 
do S— S, C E’. 

2e cas : Tout ensemble E de & vérifie E(S — S,,) + 9. 


Alors re Gy 3 





(1) M. FRECHET a démontré (Ann. Ec. norm. sup., t. XXXVIIT, 1924, p. 346- 
347) que, dans l’espace (‘V) le plus général, tout ensemble possédant la pro- 
priété de Bonex-LepescueE jouit de la propriété que nous avons appelée p,), 
c’est-a-dire jouit de la propriété cantorienne généralisée. C’est la au fond le 
résultat que nous avons établi dans la démonstration de 41). 
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10) Soit ¥ une famille d’ensembles fermés dont lun au moins 
est parfaitement compact. La condition nécessaire et suffisante pour 
qwil existe au moins un point commun a tous les ensembles de F, 
est que cette propriété ait lieu pour toute sous-famille finie de & (?). 

§ VII. La propriété cantorienne généralisée. Dans l’espace 
euclidien, on a la proposition suivante que Cantor appelait le 
« Durchschnittssatz » : 

Si E, D E,D...D Ex D..., est une suite infinie d’ensembles 
dont chacun est non vide, borné, fermé et contenant le suivant 
(les n étant tous les entiers naturels), il existe au moins un 
point commun & tous ces ensembles. 

Nous allons donner une généralisation de cette proposition 
s’appliquant a un espace (%). Pour cela nous adoptons la termi- 
nologie suivante : 

Nous dirons qu’une famille # d’ensembles est monotone si, 
étant donnés deux ensembles quelconques de J, il y en a toujours 
un qui est un sous-ensemble de |’autre. 

Nous dirons qu’un ensemble G posséde la propriété cantorienne 
généralisée s’il-posséde la propriété suivante : 

P,) Pour toute famille monotone ¥ de sous-ensembles de G 
dont chacun est non vide, il existe au moins un point de G com- 
mun aux fermetures de tous les ensembles de ¥. 

Démontrons que * cette propriété p,) équivaut dans un espace 
(0) a la suivante : 

P2) Pour toute famille monotone ¥ de sous-ensembles de G 
dont chacun est non vide, il existe au moins un point de G com- 
mun a tous les ensembles de J, ou un point de G commun aux 
dérivés de tous les ensembles de . 

En effet p,) entraine évidemment p,). Réciproquement suppo- 
sons p,) vérifiée. Si alors ¥ est une famille monotone de sous- 
ensembles de G dont chacun est non vide, il existe un point a 
de G commun aux fermetures de tous les ensembles de &, et il 
n’y a que deux cas possibles : 

1°T cas : a est commun A tous les ensembles de §. 

2° cas : Il existe un ensemble E, de % ne contenant pas a. 





(*) Dans le cas de l’espace euclidien, ce théoréme avait été énoncé pour la 
premiére fois par M. F. Riesz puis retrouvé et démontré pour la premiére 
fois par M. Sterpinsxt (Bull. int. acad. se. Cracovie, série A, 194 8, p. 49-54) 
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§ VI. Sur diverses généralisations d’un théoréme de M. F. Riesz. 
— Démontrons la proposition suivante : 

* 8) SottG un ensemble parfaitement compact en soi, et soit F 
une famille d’ensembles E. La condition nécessaire et suffisante 
pour qu'il existe au moins un point de G commun aux fermetures E 
de tous les ensembles E de & est que cette propriété ait lieu pour 
toute sous-famille finie de F. 

La condition est évidemment nécessaire. Pour démontrer 
qu’elle est suffisante, supposons qu’il n’existe aucun point de G 
commun aux fermetures E de tous les ensembles E de &. Alors 
pour tout point a de G il existe un ensemble E de ¢ tel que 


a € C(E) = intérieur de C(E). 

Donec la famille de tous les ensembles C(E) couvre G. Done, 
en vertu du théoréme de CHITTENDEN, cette famille contient une 
sous-famille finie C(E,), C(E,),..., C(E,), couvrant G (Les Es 
étant des ensembles de #). Par conséquent 


i=n i=n 
GEG >) {intérieur de C(E;)] = > C(E,). 
4 —T 


Done il n’existe aucun point de G commun aux ensembles 


— 


E,, E,,---, En. Par conséquent la condition est bien suffisante. 


Co Goes De 


Si ’on suppose que G est la fermeture d’un ensemble de J, on 
déduit immédiatement de 8) le théoréme suivant : 

* 9) Soit ¥ une famille d@ensembles dont Pun au moins a sa fer- 
meture parfaitement compacte en soi. La condition nécessaire et 
suffisante pour qu’il existe au moins un point commun aux ferme- 
tures de tous les ensembles de F est que cette propriété ait lieu pour 
toute sous-famille finie de %. 

Comme tout ensemble parfaitement compact et fermé est 
parfaitement compact en soi et coincide avec sa fermeture, le 
théoreme 9) s’applique immédiatement 4 une famille ¥ d’en- 
sembles dont l’un au moins est parfaitement compact et fermé. 

Le théoréme 9) admet le cas particulier suivant (}) : 


() Déja obtenu par M. Frécuet dans un espace (‘U), Amer. journ. of math., 
janvier 1928, p. 53. 
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rieur appartient a la famille G. Done la famille G couvre E. 
Par conséquent G qui est une sous-famille de %, posséde comme 
% la propriété P). Il en résulte que 


puis. G == puis. %. 


Faisons correspondre 4 tout ensemble I de G un point a bien 
déterminé satisfaisant aux conditions énoncées dans Q). Alors si 
I et K sont deux ensembles distincts de la famille G tels que K 
précede I, il en résulte que dg est intérieur 4 K mais que a, n’est 
pas intérieur 4 K. Done a, ~ ag. Soit alors e ensemble de tous 
les points a, correspondant a tous les ensembles I de G. On a 


puis. e = puis. G = puis. J; 

e est infini comme #, et e C E. 

Ceci posé, supposons l’ensemble E parfaitement compact en soi. 
Alors il existe un point x de E tel que z soit point d’accumulation 
hyper-maximée de e. Puisque G couvre E, x est intérieur a un 
ensemble K de G. On a done 


(1) puis. (e -intérieur de K) = puis. e = puis. J. 
Or on a, en vertu de la définition des a, 
(e - intérieur de K) C (ensemble des a, pour lesquels I précéde K) + (ax). 


Les deux termes de cette inclusion sont infinis en vertu de la 
relation (1) ; et comme on ne change pas la puissance d’un en- 
semble infini en lui enlevant un élément (théoreme VI du § Ly 
nous pouvons écrire 
puis. (e-intérieur de K) < puis. (famille des ensembles I de G précédant K); 
d’ou 
puis. (e-intérieur de K) < puis. (famille des ensembles I de¥ précédant K); 
d’ou, en tenant compte de ce que J a été supposée normalement 
bien ordonnée, 


puis. (e -intérieur de K) < puis. 
contrairement a la relation (1). Nous aboutissons donc a une con- 


tradiction. 
Cc. Q. F. D. 
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LEBESGUE et qui ne soit pas parfaitement compact en soi. Alors 
il existe un sous-ensemble infini e de E tel qu’un point de E ne 
soit jamais point d’accumulation hyper-maximée de e. Done, 


pour tout point a de E, il existe un ensemble Ia auquel a est 
intérieur tel que 


puis. (e-intérieur de I,) + puis. e. 


La famille des ensembles Ia correspondant a tous les points a 
de E, couvre E. Done cette famille contient une sous-famille 
finie I,,, I,,, --La,, (% = un entier naturel) couvrant E. On 
a done 

tn 
> (e -intérieur de I, ) =e. 


a1 


Alors, en vertu du théoréme VI du §I de ce Chapitre (théoréme 
qul se généralise immédiatement au cas d’un nombre fini d’en- 
sembles), l’un au moins des ensembles 


e- intérieur de I, 


devrait avoir méme puissance que e. Nous aboutissons done a 
une contradiction. 
repel a Feny yas es 

7)" Tout ensemble parfaitement compact en sot posséde la pro- 
priéié de Borel-Lebesgue. 

En effet, soit E un ensemble ne possédant pas la propriété de 
Boret-Lepescuk. Alors il existe au moins une famille d’en- 
sembles jouissant de la propriété suivante : 

P) Cette famille couvre E mais elle ne contient aucune sous- 
famille finie couvrant E. 

Parmi les familles d’ensembles jouissant de la propriété P) il 
en existe une % dont la puissance est minima (théoréme V du 
§ I de ce Chapitre). ¥ est évidemment infinie, et (théoreéme VIII 
du § 1) nous pouvons supposer % normalement bien ordonnée. 
Appelons G la famille des ensembles I de # jouissant de la pro- 
priété suivante : 

Q) Il existe un point a; de E qui est intérieur 4 I, mais qui n’est 
intérieur a aucun des ensembles de # précédant I. 

Si alors a est un point arbitraire de E, a est intérieur a un 
ensemble de ¢, et le premier ensemble I de % auquel a est inté- 
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Tenant compte du théoréme 2) et de la condition 1° de F. Riesz, 
on peut écrire : 
aee’CE' CE 
donc ae k. 
C. Q. F. De 

g) Remarquons enfin que nos définitions entrainent immédia- 
tement les propositions suivantes : 

5) Toute partie d’un ensemble parfaitement compact est parfat- 


tement compacte. 
6) Toute partie d’un ensemble parfaitement compact au sens large 
est parfaitement compacte au sens large. 





§ V. Le théoréme de Chittenden. 
tions suivantes : 

Une famille % d’ensembles couvre l'ensemble E si chaque point 
de E est intérieur 4 l’un au moins des ensembles de &. 

Un ensemble E posséde la propriété de Borel-Lebesgue si, quelle 
que soit la famille ¥ d’ensembles couvrant E, il existe une fa- 
mille (+) finie ¥%, C # et couvrant E. 

Démontrons alors le théoréme suivant : 

7) Théoréme de Chittenden (7). — La condition nécessaire et 
suffisante pour quwun ensemble posséde la propriété de Borel- 
Lebesgue est que cet ensemble soit parfaitement compact en sot. 

Le théoréme de CHITTENDEN résulte des deux propositions 
suivantes que nous allons établir : 

7)’ Tout ensemble possédant la propriété de Borel- goat the est 
parfaitement compact en sot. 

En effet, soit E un ensemble possédant la propriété de BoreEt- 


Nous adoptons les défini- 


() La relation ¥%, CZ signifie que tout ensemble dela famille F, est un ensemble 
de la famille #; on peut l’exprimer en disant que J, est une sous-famille 
de #. 

(??) Ce théoréme est dd a M. CuirreNDeEN dans l’espace (%) le plus général 
(« Nuclear and hyper-nuclear points.... » Bull. Amer. math. Soc., vol. XXX, 
1924, p. 517), et il constitue une justification de la définition d’un ensemble 
parfaitement compact en soi, admise au § III; on sait en effet que, dans l’es- 
pace euclidien, la condition nécessaire et suffisante pour qu’un ensemble 
posséde la propriété de BoreL-LeBEsGuE est que cet ensemble soit A la fois 
borné et fermé. Plusieurs cas particuliers du théoréme de CHITTENDEN avaient 
été obtenus auparavant par divers auteurs qui s’étaient placés dans des espaces 
moins généraux. 
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f) Il serait facile de vérifier que, dans l’espace euclidien, les 
ensembles parfaitement compacts coincident avec les ensembles 
bornés, et que les ensembles parfaitement compacts en soi coin- 
cident avec les ensembles a la fois bornés et fermés. La propriété qui 
nous a servi a définir au § III les ensembles parfaitement compacts 
(en soi) est simplement une forme plus précise que la forme habi- 
tuelle du « principe de Weterstrass-BoLzAno ». Remarquons 
toutefois (*) que dans un espace (%), et méme dans un espace 
accessible, un ensemble parfaitement compact en sot peut ne pas 
étre fermé. Ceci résultera de l’exemple suivant : 


Nous avons déja utilisé au Chapitre VI un espace dont les points 
étaient les éléments d’un ensemble infini dénombrable P, et ot on 
posait pour tout ensemble E CP, 


By. oem O si E est fini, 
et bree si E est infini. 


Nous avions vu que cet espace était un espace accessible. 
Soit alors E un sous-ensemble infini de P tel que 


C(E) — P— E0. 


Alors E’ = P de sorte que E n’est pas fermé. 

Ceci posé, soit e un sous-ensemble infini de E, soit a un point de E, 
et soit I, un ensemble auquel a soit intérieur. Alors a n’appartient pas 4 
[C(I,)], et par conséquent [C(I,)]' étant distinct de l’espace entier, est 
nécessairement vide ; done C(I,) est fini ou vide, et 


I, = intérieur de I,. 
Il en résulte que l’ensemble 
e(intérieur de I,) = el, = e — C(I.) 


a méme puissance que e. Done a est point d’accumulation hyper-maximée 
de e; par conséquent E est parfaitement compact en soi quoique non 
fermé. 


Par contre, on a dans un espace (V) la proposition suivante : 

4) Tout ensemble E parfaitement compact et fermé est parfaite- 
ment compact en sot. 

En effet, soit e un sous-ensemble infini de E ; alors il existe 
un point a qui est point d’accumulation hyper-maximée de e. 





() Avec M. Frécuet E. A., p. 230. 
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Si S, est infini dénombrable, nous dirons que ¢ est un nombre ordinal 
de classe I1. Les nombres de classe II sont dits transfinis. Le premier 
nombre ordinal de classe II se représente par w, le suivant par » + 1, etc. 
On peut écrire : 

S,, = classe I 


S —S,, = classe IT. 


Ceci posé, nous appellerons espace (Si) un espace (V) dont les points 
sont les éléments de S et ot on attribue 4 chaque point « un seul voisi- 
nage 

V, = (z) + (S—S,) sic €S, 


et V, = (2) +S, sia € S—S,,. 
e) Application de Vespace (Si). — On vérifie sans peine que l’on a 
dans l’espace (Si) 
(intérieur de V,) == (a) . siaéS, 
(intérieur de V,) = (2) + (S, — S,) slaeS—S,. 


On en déduit 
S,, :intérieur de V, = (a) siaeS,, 
S,, : intérieur de V, = 0 sia eS —S,,. 

Nous en concluons que le sous-ensemble in fini S,, de S n’a pas de point 
@accumulation hyper-maximée. Par conséquent S n’est pas parfaite- 
ment compact en soi, ni méme parfaitement compact. 

Ceci posé, soit e un sous-ensemble infini quelconque de S; ona 

e= 6, + e(S — S,) 
et l'un des deux cas suivants est sirement réalisé (théoreme VI du § I) : 
1€T cas : puis. e = puis. (eS,). 

Alors eV,, = ef(w) +'S,] 
dou puis. (eV,,) = puis. e 
done w est point d’accumulation maximée de e. 

2° cas; puis. e = puis. [e(S — S,,)]. 

Alors siz € S,, ona 

eV, = el(z) + (S —S,)] 
dou puis. (eV,) = puis. e 
done « est point d’accumulation maximée de e. 


ll résulte de examen des deux cas précédents que pour tout sous 


ensemble infini e de S, il existe un point de S qui est point d’ 
maximée de e ; 


accumulation 
par conséquent S est parfaitement compact en soi au 


sens large. C’est le résultat que nous voulions établir. 
A. AppErt, 
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En vertu de ~), Ka est un ensemble ouvert ; on peut donc écrire 
a € K, = intérieur de K,. 


On a done, en vertu dela définition d’un point d’accumulation 
maximée, 


puis. (e-K,) = puis. e 
‘dou puis. (e-intérieur de I,) = puis. e. 


Done a est point d’accumulation hyper-maximée de e 
Ge. Gear. cD: 


Par contre, nous allons construire un exemple d’espace () ow 
ne subsistent aucune des identités énoncées dans le théoréme 3) pré- 
cédent. Cet espace, que nous appellerons l’espace (Si) et qui nous 
sera souvent utile, a été imaginé par M. SreRpPiNsKI (2). 


d) L’espace (Si). — Pour définir cet espace nous aurons besoin des 
nombres ordinaux de classes [ et II. Il nous sera commode d’introduire 
ces nombres de la facon suivante : 

Soit S un ensemble de puissance N,; et normalement bien ordonné 
(un tel ensemble existe en vertu du théoréme VIII de!’ Introduction 4 ce 
Chapitre). Nous conviendrons d’appeler nombres ordinaux (de classes I 
et II) les éléments de S. 

La suite des nombres ordinaux sera ainsi pour nous purement et 
simplement une suite de symboles donnés une fois pour toutes et ordonnés 
de la maniére que nous venons de définir. 

Si 2 est un élément de.S, nous posons 


S, = ensemble des éléments de S qui précédent a. 


En vertu de la définition d’un ensemble normalement bien ordonné, 
on a toujours 
puis. S, < puis. S = Nj. 


Par conséquent S,, s’il n’est pas vide, est fini ou dénombrable. 
Nous désignerons le premier élément de S par 0, le premier élément 
de S qui suit 0 par 1, le premier élément de S qui suit 1 par 2, et ainsi 
de suite. Alors les nombres ordinaux < pour lesquels S, est vide ou fini 
seront représentés par les mémes symboles que les entiers naturels 
(y compris 0) : 
0, 4, 2, 3,-°:, °°: 


Ces nombres ordinaux sont dits de classe I ; ils sont aussi dits finis. 


(¢) Voir M. Frécuer « Démonstration de quelques propriétés des ensembles 
abstraits », Amer. Journ. of math., vol. L, 1928, p. 51. 
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tout sous-ensemble infini e de E, il existe un point a (de E) qui 
est point d’accumulation hyper-maximée de e. 

Nous considérons tout ensemble fini comme étant parfaitement 
compact et parfaitement compact en soi. : 

Il nous sera commode d’introduire aussi des ensembles que 
nous nommerons parfaitement compacts (en sot) au sens large ; 
leur définition se déduit de la définition des ensembles parfaite- 
ment compacts (en soi) en y remplacant les points d’accumulation 
hyper-maximée par les points d’accumulation maximée. 





§ IV. Remarques sur les définitions précédentes. a) Nous 
savons que, dans un espace (%), la condition nécessaire et suffi- 
sante pour qu’un point a soit intérieur 4 un ensemble E, est qu’il 
existe un voisinage de a appartenant entiérement a E (voir 
Chapitre I). On déduit facilement de 1a que l’on obtient des défi- 
nitions équivalentes 4 nos définitions des points d’accumulation 
maximée et hyper-maximée, en y remplacant les mots « ensemble 
auquel a est intérieur » par les mots « voisinage de a » (2). 

b) On constate sans peine que : 

1) Tout point d’accumulation hyper-maximée d’un’ ensemble e 
est un point d’accumulation maximée de e, et par conséquent tout 
ensemble parfaitement compact (en sot) est parfaitement compact 
(en sot) au sens large. 

2) Si Pensemble e contient plus d’un point, les points d’accumu- 
lation maximée et hyper-maximée de e sont des points d’accumu- 
lation de e. 

c) La réalisation de la condition «) permet de réduire le nombre 
des définitions admises au § III ; nous allons en effet démontrer 
le théoréme suivant : 

* 3) Dans un espace (%) vérifiant la condition «), il y a identité 
entre les points d’accumulation maximée et hyper-maximée, et par 
conséquent ul y a identité entre un ensemble parfaitement compact 
(en sot) et un ensemble parfaitement compact (en soi) au sens large. 

En effet, soit a un point d’accumulation maximée d’un ensemble 
e; soit Ia un ensemble auquel a est intérieur, et soit 


K, = intérieur de I,. 





() On déduit de 14 que notre définition d’un ensemble parfaitement compact 
(en soi) équivaut, dans un espace (%)), & la définition d’un ensemble parfaite- 
ment compact (en soi) admise dans le méme cas par M. FRECHET (EZ. A., p. 195), 


62 PROPRIETES DES ESPACES ABSTRAITS LES PLUS GENERAUX 


continue sur E soit bornée sur E et atteigne ses bornes supérieure 
et inférieure sur E. 

Les ensembles généralisant les ensembles euclidiens bornés 
seront désignés dans la suite par l’appellation générique de 
compacts, et les ensembles généralisant les ensembles euclidiens a 
la fois bornés et fermés seront désignés par l’appellation générique 
de compacts en sot. Ces derniers ne seront d’ailleurs pas toujours 
fermés, du moins dans les espaces abstraits les plus généraux. 

De plus il y aura lieu, suivant les diverses propriétés des en- 
sembles euclidiens bornés (ou bornés et fermés) que nous cher- 
cherons a généraliser au cas des espaces (V), de distinguer diverses 
espéces d’ensembles compacts (en soi), A savoir les ensembles 
proprement appelés « compacts (en soi) », les ensembles « compacts 
(en soi) au sens large », les ensembles « parfaitement compacts 
(en soi) », etc. (4). Nous verrons d’ailleurs que le nombre de ces 
nuances variées qui différencient la notion de compacité se réduit 
considérablement quand se trouve réalisée notre condition a) (tout 
ensemble de fermeture est fermé). 


Nous 





§ III. Les ensembles parfaitement compacts (en soi). 
adoptons dans un espace (¥) la terminologie suivante : 

Un point a sera dit point d’accumulation maximée d’un ensemble 
e si, pour tout ensemble Ia auquel a est intérieur, on a 


puis. (e-I,) = puis. e, 
e.la désignant, suivant nos notations habituelles, l’ensemble com- 
mun ae et a fa. 


Un point a sera dit point d’accumulation hyper-maximée d’un 
ensemble e si, pour tout ensemble Ia auquel a est intérieur, on a 


puis. (e-intérieur de I,) = puis. e. 


Un ensemble E sera dit parfaitement compact (en sot) si, pour 


(4) On trouverait dans l’ouvrage de M. FRECHET (E. A., p. 191-193, et: aussi 
p. 68-70) des indications historiques détaillées sur le développement de la 
théorie des ensembles compacts, développement auquel ont concouru de 
nombreux auteurs parmi lesquels nous citerons en premier lieu M. Frécuer 
et ensuite M. M. Curtrenpen, R. L. Moore, F. Riesz, Sierpinski, Kura- 
towsk1, etc. Nous nous contentons de rappeler ici que la notion d’ensemble 
compact a été introduite pour la premiére fois par M. Frécuet (These, Paris 


1906, p. 6). 
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a de E tel que puis. Ee = puis. E. Soit alors a, le premier élé- 


ment de E tel que 
puis. E,, = puis. E. 


Si 6 est un élément de E,,, 6 est un élément de E précédant a,, 


de sorte que ri 
puis. E, < puis. E = puis. E,.. 


Done E,, est normalement bien ordonné ; de plus E,, a méme 


puissance que G. 
Orr. D, 

Considérons alors un ensemble G, et soit E un ensemble nor- 
malement bien ordonné et de méme puissance que G. II existe 
une transformation biunivoque transformant G en E. Si alors 
nous attribuons a deux éléments quelconques de G le méme 
ordre relatif qu’a leurs transformés qui appartiennent a E, G sera 
normalement bien ordonné. Nous déduisons de 1a que le théoréme 
de ZERMELO entraine le théoréme suivant : 

VIII. — Tout ensemble peut, d’une possibilité idéale, étre nor- 
malement bien ordonné. 

Ce théoréme VIII entraine évidemment le théoremede ZERMELO, 
de sorte qu’il lui équivaut. 


§ II. La notion de compacité. — Notre but va étre maintenant 
de définir et d’étudier, dans les espaces abstraits les plus 
généraux, des ensembles analogues par leurs propriétés aux 
ensembles euclidiens bornés et surtout aux ensembles euclidiens 
a la fois bornés et fermés. Pour se rendre compte de l’intérét 
d’une telle recherche, il suffit de se rappeler le réle important 
joué dans |’Analyse classique par les ensembles bornés, et peut- 
étre surtout par les ensembles a la fois bornés et fermés. Nous 
nous contentons de citer & l’appui de cette assertion, le principe 
de WErERstTRASS-BoLzANo (!) ainsi que la proposition suivante : 

Si Pon se limite aux ensembles de nombres réels, il y a 
identité (?) entre la classe des ensembles a la fois bornés et 
fermés et la classe des ensembles E tels que chaque fonction réelle 





(') Dans un espace euclidien 4 un nombre fini quelconque de dimensions, 
tout ensemble infini et borné admet au moins un point d’accumulation. 
(?) Nous indiquerons au Chapitre IX (§ VI) une généralisation de cette 
importante proposition. 
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place de c dans la suite des alephs. L’hypothése suivant laquelle on 
aurait 


c= N, 
est souvent appelée « hypothése du continu ». 
Remarque i. — Nos définitions successives des Ny, No,... Nos SUP- 


posent que l’on accorde le théoréme V qui équivaut a l’axiome de 
ZERMELO comme on |’a vu. 


Remarque 11. — Nous ne prétendons pas avoir passé en revue, dans ce 
qui précéde, toutes les propriétés des puissances d’ensembles susceptibles 
d’étre utilisées par nous ; nous les mentionnerons au fur et a mesure 
des besoins. Indiquons toutefois encore les propriétés suivantes qui sont 
d’un usage courant 


Toute somme d’un ensemble fini et d’un ensemble dénombrable est 
dénombrable. 

Toute somme de deux ensembles dénombrables est dénombrable. 

Toute somme d’une infinité dénombrable d’ensembles chacun fini ou 
dénombrable est dénombrable (ou exceptionnellement finie). 

Cette derniére proposition se démontre en utilisant l’axiome de 
ZERMELO (?). 


f) Les ensembles normalement bien ordonnés. — Soit E un en- 
semble ordonné, et soit a un élément de E ; nous poserons 

Ea = ensemble des éléments de E qui précédent a. 

On a toujours Ea C E, d’ou 


puis. E, < puis. E. 


Ceci posé, nous dirons qu’un ensemble E est normalement bien 
ordonné (ou qu’un bon ordre normal a été attribué aux éléments 
de E) si les deux conditions suivantes sont remplies : 

4° E est bien ordonné. 

2° Pour tout élément ade E ona 


puis. E, < puis. E. 


Nous allons démontrer que le théoreéme de ZERMELO entraine 
la proposition suivante : Pour tout ensemble G il existe un 
ensemble normalement bien ordonné et de méme puissance que G. 

En effet, en vertu du théoréme de ZERMELO, il existe un en- 
semble E bien ordonné et de méme puissance que G. Si E est 
normalement bien ordonné, notre conclusion est établie. 

Si E n’est pas normalement bien ordonné, il existe un élément 


(2) M. SrerPINsKI, ouvrage cité, p. 123-124. 
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les entiers naturels. On désigne la puissance ou le nombre cardinal 
d’un ensemble dénombrable par le symbole NX, qui s’énonce « aleph-zéro ». 

On peut démontrer (#) 4 Taide de laxiome de ZERMELO que : 

VII. Tout ensemble non vide qui n’est pas fini contient un sous-ensemble 
dénombrable. 

Soit alors E un ensemble non vide quelconque, et soit § le nombre 
cardinal de E. En vertu du théoréme VII précédent, nous n’avons que 
deux cas possibles : 

1et cas. E est fini. 

Alors — est le nombre entier naturel des éléments de E. Dans ce cas 
il existe une correspondance biunivoque entre E et l’ensemble des § 
premiers entiers naturels, mais il n’en existe aucune entre |’ensemble 
de tous les entiers naturels et un sous-ensemble de E. On a done § < No. 

2e cas. E contient un sous-ensemble dénombrable. 

Alors on a Ny < §. Quand ce 2° cas est réalisé, l'ensemble E sera dit 
infini, et son nombre cardinal § sera dit transfint. 

En vertu du théoréme III il existe des ensembles de nombre cardinal 
> N, ; de tels ensembles sont dits non-dénombrables. 

Parmi les nombres cardinaux > No, il en existe un qui est plus petit 
que tous les autres (ceci peut se déduire du théoréme V) ; on le désigne 
par N,. 

De méme il existe des nombres cardinaux > WN, (en vertu du 
théoréme III) ; et parmi ceux-ci il en existe un qui est le plus petit 
(théoréme V), on le désigne par No. On définit de méme Ng, N,,..., Nn,..- 
pour tout entier naturel n. 

I] existe un nombre cardinal 7 > N, quel que soit !’entier naturel n 
(en vertu du théoréme IV) ; et parmi les nombres cardinaux 7» satisfaisant 
a cette condition, il en existe un qui est le plus petit (théoréme V) ; 
on le désigne par WN... 

On pourrait continuer ce procédé de définition sans étre jamais arrété. 
Nous nous contenterons de ces notions extrémement succinctes sur la 
suite des alephs. 

On désigne par c le nombre cardinal ou puissance de l’ensemble de 
tous les « nombres réels » ; on dit que c est la puissance du continu linéaire 
ou plus simplement la puissance du continu. On peut démontrer que 


¢ = puissance de l’ensemble de tous les sous-ensembles d’un ensemble 
dénombrable. 


On a done, en vertu du théoréme III, 


Ny <<. 


Dans l'état actuel de la théorie des ensembles, on ignore quelle est la 





C) M. Sterpinsxi, ouvrage cité, p. 115-116. 
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Soit E un ensemble quelconque ; désignons en général par Cg la classe 
des ensembles e tels que 


(1) puis. e = puis. E. 


En particulier E est élément de Cy. On a vu que la relation (1) ci-dessus 
était transitive comme les égalités ordinaires, et on déduit de 1a sans 
peine les résultats suivants : / 

Deux classes du type précédent sont toujours soit identiques, soit 
sans ensemble-élément commun. Done tout ensemble E appartient a 
une et une seule des classes précédentes 4 savoir a la classe Cy. Deux 
ensembles appartenant 4 une méme classe ont méme puissance, et deux 
ensembles appartenant a deux classes différentes n’ont pas méme puis- 
sance. 

Ceci posé, nous appelons nombre cardinal ou puissance de l'un quel- 
conque des ensembles d’une classe C du type précédent, la propriété 
commune 4 tous Jes ensembles de C, propriété qui consiste 4 avoir méme 
puissance que l’un des ensembles de C. Nous représenterons ce nombre 
cardinal par un symbole, § par exemple, le méme pour tous les ensembles 
de C. 

Alors 4 chacune des relations définies plus haut 


(2) ple ou > puis. F 
nous convenons de pouvoir substituer celle des relations 
(3) .<,= ou >». 


qui est de méme forme, § et » étant les nombres cardinaux correspondant 
aux classes Cg et Cy. Et comme les relations du type (2) satisfont aux 
mémes propriétés formelles que les égalités et inégalités ordinaires, il 
en sera de méme pour les relations du type (3). 

e) Notions succinctes sur la suite des nombres cardinaux. — Pour que 
deux ensembles finis E et F aient le méme nombre d’éléments (au sens 
usuel du mot nombre) il faut et il suffit qu’il existe une correspon- 
dance biunivoque entre les éléments de E et les éléments de F, 
c’est-a-dire que E et F aient le méme nombre cardinal. Ainst, pour les 
ensembles finis, il y a identité, ou du moins équivalence, entre la notion 
de nombre au sens usuel et la notion de nombre cardinal ou puissance. 
Les nombres cardinaux des ensembles finis sont dits finis, ce sont les 
entiers naturels 


: ays ie 


On constate sans peine que si deux entiers naturels m et n vérifient 
Vinégalité n < m au sens de l’arithmétique élémentaire, on a aussi 
n < m au sens des inégalités entre nombres cardinaux. 

Ceci posé, on dit qu’un ensemble E est dénombrable s'il a méme puis- 
sance que l’ensemble de tous les entiers naturels, autrement dit s’il 
existe une correspondance biunivoque entre les éléments de E et tous 
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IV. Etant donnée une famille ¥ d’ensembles E, il existe un ensemble H 
ayant une puissance supérieure a toutes celles des ensembles E de F. 

Ce théoréme se déduit sans peine du précédent. Soit en effet S la 
somme de tous les ensembles E de # ; on a pour chaque E de # : 


ECS 
d’ou puis. E < puis. S. 


Soit H ensemble de tous les sous-ensembles de S; on a, en vertu 
de III, 
puis. S < puis. H 
d’ou puis. E < puis. H. 
otlqn FY Dy: 

On peut démontrer (?) qu’étant donnée une famille % d’ensembles E 
chacun bien ordonné, il existe un ensemble E de ¥ dont la puissance 
est inférieure ou égale 4 toutes celles des autres ensembles de %. Si 
done on admet l’axiome de ZERMELO et par conséquent le théoreme 
de ZERMELO, on a la proposition suivante : 

V. Etant donnée une famille ¥ d’ensembles quelconques E, il existe un 
ensemble E de ¥ dont la puissance est inférieure ou égale a toutes celles 
des autres ensembles de F. 

Remarquons que ce théoréme V entraine que les puissances de deux 
ensembles sont toujours comparables (il suffit pour le voir de prendre 
le cas ou # ne contient que deux ensembles). Le théorame V entraine 
donc la trichotomie et par conséquent (en vertu du théoréme d’Harrocs) 
Paxiome de ZERMELO. Le théoréme V équivaut donc a l’axiome de 
ZERMELO. 

Enfin, on peut établir (*) que ’axiome de ZERMELO équivaut a la pro- 
position suivante : 

VI. Si E et F sont deux ensembles dont la somme nest pas finie (8), 
Pun au moins de ces deux ensembles a méme puissance que E + F. 

d) Définition du nombre cardinal en lui-méme, — Bien que nous ayons 
employé trés fréquemment les mots de « nombre cardinal » ou de « puis- 
sance », nous avons omis jusqu’ici de donner une définition du nombre 
cardinal — ou puissance — en lui-méme ; nous nous sommes contenté 
de définir des relations liant deux ensembles et exprimées par les for- 
mules : 


puis. E<,= ou > puis. F. 


Comme toutes les fois que nous nous sommes servi des mots « nombre 
cardinal » ou « puissance », il s’agissait d’exprimer une telle relation, 
il n’y a eu aucun illogisme dans cette facon de procéder. Nous présen- 
terons de la maniére suivante la définition du nombre cardinal lui-méme : 





() M. Sterpinsxi, ouvrage cité, p. 244. 
(?) Ibid., p. 233. 
(*) Nous supposons acquise la notion d’ensemble fini. 
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c) Propriétés des nombres cardinaux ou puissances d’ensembles. — 1 
résulte de la discussion précédente qu’en admettant l’axiome de ZERMELO 
on a la proposition suivante : 

II. Etant donnés deux ensembles quelconques E et F, on a toujours une 
et une seule des trois relations 


puis. E = puis. F 
ou puis. E < puis. F 
ou puis. E > puis. F. 


Pour exprimer que la puissance de E est inférieure ou égale a la 
puissance de F, c’est-a-dire pour signifier que l’on est, soit dans le 1 cas, 
soit dans le 2° cas, nous écrirons 


puis. E < puis. F 
ou puis. F > puis. E. 


I] est clair que la condition nécessaire et suffisante pour que cette 
relation ait lieu est qu’il existe une correspondance biunivoque entre E 
et un sous-ensemble de F. 

Comme la transformation identique (c’est-a-dire la transformation 
faisant correspondre a tout objet a cet objet a lui-méme) est une trans- 
formation biunivoque, nous concluons de la proposition précédente 
que la relation 

ECF 
entraine puis. E <' puis. F. 
On démontrerait trés facilement que les égalités et inégalités intro- 


duites plus haut entre puissances ou nombres cardinaux, vérifient les 
propriétés formelles suivantes des égalités et inégalités ordinaires : 


Les relations puis. E = puis. F 
et puis. F = puis. G 
entrainent toujours puis. E = puis. G. 

Les relations puis. E < puis. F 
et puis. F < puis. G 
entrainent toujours puis. E < puis. G, 

Les relations puis. E < puis. F 
et puis. F < puis. G 
entrainent toujours puis. E < puis. G. 


On a les propositions suivantes que nous admettrons pour la plupart 


sans démonstrations : 
III. L’ensemble de tous les sous-ensembles (1) d’un ensemble E non vide 


a une puissance supérieure a celle de E. 


(:) Nous comptons l’ensemble vide parmi les sous-ensembles de E. On trou- 
verait une démonstration de ce théoréme III dans l’ouvrage déja cité de 
M. SrERpPINSKI (p. 84). 
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On peut démontrer (théoréme de CanTor-BERNSTEIN) qu’alors il 
existe une correspondance biunivoque entre E et F. Réciproquement 
s'il existe une correspondance biunivoque entre E et F on est évidemment 
dans le 41°F cas puisque tout ensemble est lui-méme un de ses sous- 
ensembles. Quand ce 1° cas est réalisé, on dit que les deux ensembles 
E et F ont méme puissance ou méme nombre cardinal, et nous écrirons 


puis. E = puis. F. 


Le signe = s’énongant « égale » et puis. étant l’abréviation du mot 
puissance. 

2¢ cas. Il existe une correspondance biunivoque entre E et un sous- 
ensemble de F, mais il n’en existe aucune entre F et un sous-ensemble 
de E. 

Alors on dit que la puissance de E est inférieure 4 la puissance de F, 
et nous écrirons 

puis. E < puis. F 

ou bien puis. F > puis. E. 


3° cas. Il existe une correspondance biunivoque entre F et un sous- 
ensemble de E, mais il n’en existe aucune entre E et un ‘sous-ensemble 
de F. 

Alors on dit que la puissance de E est supérieure 4 la puissance de F, 
et nous écrirons conformément aux notations adoptées dans le 2° cas 


puis. E > puis. F 
ou bien puis. F < puis. E. 


4° cas. Il n’existe aucune correspondance biunivoque entre E et un sous- 
ensemble de F, et il n’en existe aucune entre F et un sous-ensemble de E. 

Alors on considérerait les puissances de E et de F comme n’étant pas 
comparables en grandeur. On peut démontrer & l’aide de l’axiome de 
ZERMELO que ce 4® cas est impossible. On désigne quelquefois cette 
impossibilité par le mot trichotomie (1). Remarquons enfin que deux 
quelconques des cas précédents ne peuvent évidemment pas étre réalisés 
simultanément. 

Remarque. — F. Hartocs a méme démontré que : 

L’axiome de Zermelo, le théoréme de Zermelo et la trichotomie sont équi- 
valents (*). 

Il faut entendre par 14 que de l’axiome de ZERMELO on peut déduire 
le théoréme de ZERMELO et la trichotomie, que du théoréme de ZERMELO 
on peut déduire la trichotomie et l’'axiome de ZERMELO et enfin que de 
la trichotomie on peut déduire l’axiome de ZERMELO et le théoréme de 
ZERMELO, 


() Pour la démonstration de la trichotomie et du théoreme d’Harrocs, 
voir M. Srerprnsk1, ouvrage cité, p. 228-232, et aussi F. Hartoes, Math. Ann., 
LXXVI, 1915, p. 443. 
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Le fait que tout ensemble peut étre ordonné résultera du théoreme de 
ZERMELO énoncé plus loin. 

Nous adoptons la terminologie suivante : si a précéde b, nous dirons 
que b suit a. Si a précéde 6 et si b précede c, nous dirons que b est entre 
a et c. Si, dans un ensemble ordonné E, il existe un élément a qui n’est 
précédé d’aucun autre élément de E, nous dirons que aest le premier élé- 
ment de E. Si, dans un ensemble ordonné E, il existe un élément a qui ne 
précéde aucun autre élément de E, nous dirons que a est le dernier élé- 
ment de E, 

On appelle ensemble bien ordonné un ensemble ordonné dont tout 
sous-ensemble non vide contient un premier élément. 

Nous admettrons le théoréme suivant : 

I. Théoréme de Zermelo. — Tout ensemble peut, d’une possibilité idéale, 
étre bien ordonné. 

Ce théoréme affirme seulement l’existence d’un bon ordre pour tout 
ensemble, ne préjugeant rien de la possibilité pour nous de déterminer 
effectivement un tel ordre dans chaque ensemble particulier. 

La démonstration (!) du théoréme de ZERMELO suppose que |’on 
admette le célébre axiome de ZERMELO, axiome connu aussi sous le 
nom d’axiome du choix et dont voici l’énoncé : 

Pour tout ensemble M dont les éléments sont des ensembles P non vides 
et deux a deux sans élément commun, il existe au moins un ensemble N 
qui contient un élément et un seul de chaque ensemble P de M. 

Comme pour le théoréme de ZERMELO, cet axiome affirme seulement 
une existence, a savoir l’existence d’un ensemble N ; mais il n’affirme 
nullement que nous possédons toujours un moyen de déterminer un 
ensemble N satisfaisant aux conditions énoncées dans |’axiome. 

b) La puissance d’un ensemble. — Soient E et F deux ensembles, et 
soit 

y = T(2) 


une transformation faisant correspondre 4 tout élément xz de E un 
élément y de F. Nous dirons que T est une transformation biunivoque 
de E en F, ou bien que T définit une correspondance biunivoque entre 
E et F, si T fait correspondre a tout élément x de E un élément unique 
y de F, et si tout élément y de F est le transformé ou le correspondant 
d’un élément unique zx de E. 

Ceci posé, étant donnés deux ensembles E et F, les quatre cas suivants 
sont les seuls a priori possibles : 

1et cas. Il existe une correspondance biunivoque entre EK et un sous- 
ensemble de F, et il en existe une entre F et un sous-ensemble de E. 


¢) Pour la démonstration du théoréme de ZeRMELo ainsi que pour toutes 
les questions traitées dans cette Introduction, nous renvoyons a louvrage de 
M. W. Sierpinski « Lecons sur les nombres transfinis » (Paris, Gauthier-Villars, 
1928), et particuligrement aux Chapitres VI et XII de cet ouvrage. 


TOME I 


COMPACITE, SEPARABILITE, 
TRANSFORMATIONS ET FONCTIONNELLES 


CHAPITRE VII 


SUR LA NOTION DE COMPACITE DANS LES ESPACES (%) 


Avant d’aborder l’objet propre de ce Chapitre, objet qui sera 
expliqué au § II, il nous a semblé utile de résumer dans |’Intro- 
duction suivante un certain nombre de définitions et de propo- 
sitions auxquelles il sera fréquemment fait appel dans la suite 
et qui sont empruntées a la théorie des nombres transfinis (+). 


§ I. Introduction. — a) Les ensembles ordonnés. — Un ensemble E 
est dit ordonné si, pour tout couple d’éléments a et bd distincts et 
appartenant a E, l’un de ces éléments a pu étre considéré comme 
précédant Yautre, et ceci de telle maniére que les deux conditions 
suivantes soient remplies : ' 

1. Asymétrie. On ne peut pas avoir en méme temps les deux relations 
«a précéde b » et « b précéde a ». 

2. Transitivité. Si a précéde 6 et si b précéde c, alors a précéde ec. 

Au lieu de dire qu’un ensemble E est ordonné, nous dirons aussi que 
Pon a attribué un ordre aux éléments de E. 

I] n’est nullement évident que tout ensemble peut étre ordonné (°). 


(‘) Le lecteur au courant de la théorie des nombres transfinis pourra passer 
dans cette Introduction tout ce qui est imprimé en petits caractéres, et se 
contenter d’en lire la derniére partie consacrée aux ensembles normalement 
bien ordonnés. 


(?) Par exempleil n’est pas évident que l’on peut ordonner les points d’un 
plan. 
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AVERTISSEMENT AU TOME II 






NE =4\Z"%E fascicule constitue le Tome II de notre Ouvrage 
WMG sur les « Propriétés des espaces abstraits les plus géné- 

raux ». Sa lecture suppose la connaissance approfondie 

ee des Chapitres I et II du Tome I (p. 4-17). Nous ren- 
ex voyons 4 l’Avant-Propos du Tome I, ainsi qu’a ces 
deux premiers Chapitres, pour les indications générales sur la na- 
ture du sujet traité, pour la définition des espaces (V), pour les 
propriétés fondamentales des ensembles ouverts et fermés dans 
ces espaces et pour l’introduction de notre condition «) (tout 
ensemble de fermeture E = E + E’ est fermé). 

I] ne sera fait qu’assez rarement allusion, dans les pages qui 
vont suivre, aux questions traitées dans les autres Chapitres du 
Tome I. L’indication explicite du renvoi sera alors faite en général. 
Mentionnons toutefois que |’on trouverait p. 22 la définition des 
espaces accessibles qui sont certains espaces (¥) vérifiant la con- 
dition a). 

Nous prévenons le lecteur que, comme dans le Tome I, toutes les 
fois que nous énoncerons une définition ou un théoreme sans 
indiquer dans l’énoncé méme a quel espace cette définition ou ce 
théoréme s’applique, il sera toujours sous-entendu qu’il s’applique 
a espace (0) le plus général. L’énoncé des résultats qui sont 
nouveaux a notre connaissance, sera précédé d’un *, Nos théorémes 
seront numérotés avec des chiffres arabes 1), 2), 3),..... , le numéro- 
tage commencant par 1) au début de chaque Chapitre. 

Mentionnons enfin que l’abréviation E. A. désigne l’ouvrage de 
M. Fréchet intitulé « Les espaces abstraits et leur théorie considérée 


comme introduction & V’Analyse générale ». (Paris, Gauthier- 
Villars, 1928). 
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